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IX.1 Nombres complexes et fonctions d’une variable
complexe

Les nombres complexes et leur signification pour
I’algébre. Les nombres complexes ont été introduits en ma-
thématiques dans le cadre de la résolution des équations al-
gébriques. L’impossibilité de résoudre ’équation algébrique

2 4+1=0 (IX.1)
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dans le champ des nombres réels conduisit a 'introduction
d’un nouveau nombre « conventionnel », I'unité imaginaire 1,
défini par 'égalité

i =-1 (IX.2)

Les nombres de la forme a + bi, ot a et b sont des nombres
réels, recurent le nom de nombres complexes[ﬂ. Les mathéma-
ticiens commencérent a opérer avec ces nombres comme avec
les nombres réels, les additionnant et les multipliant comme
des binomes. Si nous utilisons ’égalité (IX.2), les quatre opé-
rations de base de 'arithmétique sur les nombres complexes
(addition, soustraction, multiplication, division) conduisent
toujours & d’autres nombres complexes. Autrement dit, elles
ne nécessitent pas l'introduction encore d’autres nouveaux
nombres.

Les nombres complexes sont connus de la lectrice et du
lecteur depuis le lycée, et nous n’allons pas exposer en détail
toute leur théorie élémentaire. Nous 'avons fait de maniére
succincte dans le volume 1, chapitre IV, section IV.3.

La division des nombres complexes en particulier, définie
comme l'inverse de la multiplication, s’avére étre toujours une
opération sans ambiguité, sauf si le diviseur est zéro auquel
cas elle est impossible. Par exemple, dans la division

a—+ b
c+di

1. L’auteur résume en trois phrases une histoire de trois siécles. Sans
rentrer dans les détails, rappelons que des manipulations algébriques par
les mathématiciens italiens du xvi° siécle sur I'équation 2® — 152 —4 =0
pour tenter de trouver ses racines, les conduisirent a I’expression formelle

§/2+11xﬁ+€/2—11xﬁ:4

oll apparaissait le nombre impossible v/—1. Comme pour les nombres né-
gatifs, aux XI1°® et X111° siécles, les mathématiciens procédérent de maniére
prudente et pragmatique avant d’accepter, progressivement, ce nouveau
nombre et de se familiariser avec les régles et propriétés des nombres de
la forme a+ bi. Voir volume 1, chapitre I sur ’histoire du développement
des mathématiques, et chapitre IV sur les équations algébriques.
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on peut, si on applique les régles ordinaires de 'arithmétique,
multiplier en haut et en bas par ¢ — di, conduisant ainsi clai-
rement encore & un nombre de la forme e + fi.

Ainsi, au premier abord, I'introduction des nombres com-
plexes révéla une structure intéressante quoique formelle (vou-
lant dire par la, n’ayant pas le caractére concret des nombres
réelsE[) : & coté des nombres réels, il y a d’autres nombres,
appelés complexes, avec lesquels les opérations arithmétiques
habituelles sont encore possibles.

L’étape suivante fut la représentation géométrique des
nombres complexes. Chaque nombre complexe peut étre re-
présenté, de maniére bijective, par un point dans le plan Oxy.
Le nombre complexe a + bi est représenté par le point de
coordonnées (a, b). On peut aussi lui associer le vecteur al-
lant de lorigine au point (a, b). Cette représentation géomé-
trique — proposée indépendamment au tournant du X1X® siécle
par plusieurs mathématiciens, dont le Danois Caspar Wessel
(1745-1818) et le Genevois Jean-Robert Argand (1768-1822)
— engendra une nouvelle fagon de voir les nombres complexes.
Ce sont tout simplement les paires (a, b) de nombres réels,
sur lesquelles sont définies certaines opérations d’addition et
de multiplication, obéissant & des régles analogues étendant
naturellement celles sur les nombres réels.

En méme temps, on observa le fait suivant : la somme de
deux nombres complexes

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

s'interpréte géométriquement comme la diagonale du paral-
léelogramme construit sur les deux vecteurs (a, b) et (¢, d)
(figure IX.1).

2. On a vu dans le chapitre I (volume 1) que les auteurs attachent
la plus grande importance au caractére concret, issu de ’observation de
la réalité, de tous les concepts mathématiques. Les nombres complexes a
cet égard demandent un effort. Dans une approche philosophique plus
idéaliste — que les auteurs combattent vigoureusement — la solution n’est
pas tant d’insister sur le caractére en définitive concret des nombres
complexes, que sur celui en réalité abstrait des nombres 1, 2, 3,... et
d’une maniére plus générale de toute idée et représentation.
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Figure IX.1 : La somme de deux nombres complexes correspond a
la somme des deux vecteurs qui les représentent.

Autrement dit, les nombres complexes s’additionnent de
la méme fagon que les vecteurs qu’on rencontre en mécanique
et en physique : forces, vélocités, accélérations. Cela fit passer
les nombres complexes du statut d’« objets formels », plutét
mystérieux tant qu’on voulait y voir des nombres analogues
aux nombres entiers ou réels pour compter ou mesurer, & ce-
lui de nouveau type d’outils — ayant des caractéristiques trés
similaires a celles des vecteurs a deux dimensions, mais ayant
encore des aspects numériquesE] — pouvant servir pour repré-
senter des quantités physiques trés concrétes.

Nous allons voir plus loin comment ce nouveau point de
vue a conduit & des réussites spectaculaires dans différents
problémes de physique mathématique.

Cependant, 'introduction des nombres complexes apporta
d’abord une meilleure compréhension des lois de I'algébre et
de ’analyse. L’ensemble des nombres réels, bien que clos pour
les quatre opérations arithmétiques, ne l'est pas pour l'al-
geébre. Méme une équation aussi simple que ’équation (I1X.1)

3. En fait, ils dynamitérent la notion naive de nombre, et pavérent la
voie & la compréhension que les mathématiques utilisent avant tout des
structures d’objets définies essentiellement par leurs régles de fonction-
nement. Il faudra attendre Evariste Galois (1811-1832) et son étude des
groupes de permutation pour que cette vision prenne corps. Le caractére
« concret » ou « abstrait » des structures n’a plus d’importance. Ce qui
est important c’est leur utilité éventuelle, en particulier pour représenter
des phénomeénes. Ainsi les nombres complexes ont été les précurseurs de
la vision moderne des mathématiques (cf. vol. 3, chap. XX, sect. XX.11).
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n’a pas de racine dans ’ensemble des nombres réels. Un fait
remarquable est le théoréme fondamental de Dalgébre qui
énonce que n’importe quelle équation

-1

4+ a2V+ s +ap—12+a, =0

a coefficients complexes a n racines complexes (voir vol. 1,
chapitre IV, section IV.3).

Ce théoréme montre que les nombres complexes forment
un systéme de nombres, dans un certain sens, complet par
rapport aux opérations algébriques. Il n’était pas du tout
évident a priori qu’en ajoutant aux nombres réels un seul
nouveau, nombre, la racine i de 'équation (IX.1), et en créant
les nombres de la forme a + bi, cela conduise & un ensemble
complet pour toutes les équations algébriques. Le théoréme
fondamental de 'algébre a montré que la théorie des poly-
némes, ou si 'on préfére des fonctions polynomiales, méme
seulement & coefficients réels, ne peut étre compléte que si on
laisse la variable indépendante parcourir le plan complexe — la
variable dépendante le parcourant alors aussi. Les développe-
ments ultérieurs de la théorie des polynoémes algébriques ont
encore renforcé ce point de vue. Les propriétés des polynémes
apparaissent au grand jour seulement quand on les considére
comme des fonctions d’une variable complexe.

Séries entiéres et fonctions d’une variable com-
plexe. Le développement de ’analyse a montré que l'intro-
duction des nombres complexes était essentielle non seule-
ment dans la théorie des polyndmes, mais aussi dans une autre
classe trés importante de fonctions — celles représentables sous
forme de série entiére

f(x) =ap+a1(z — a) + ag(z —a)* + ... (IX.3)

Comme il a été dit au chapitre IT (volume 1), le dévelop-
pement de l'analyse infinitésimale a nécessité de clarifier le
concept de fonction et les différentes facons de les définir en
mathématiques. Sans nous arréter ici sur ces questions fort
intéressantes, rappelons seulement qu’au début de l'analyse
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les fonctions les plus fréquemment rencontrées étaient des dé-
veloppements en série entiére autour de chaque point de leur
domaine de définition. Par exemple, c’est une propriété qu’ont
toutes celles qu’on appelle les fonctions élémentaires.

La plupart des problémes concrets en analyse conduisent
& des fonctions que ’on exprime en série entiére. D’un autre
coté, il y avait le souhait de toujours relier la définition d’une
« fonction mathématique » a une « formule mathématique ».
A cet égard, les séries entiéres semblaient l’outil de choix,
d’une maniére générale, pour représenter une fonction a ’aide
d’une formule. Cela conduisit méme a de sérieuses tenta-
tives pour limiter ’analyse infinitésimale & 1’étude des fonc-
tions qu’on peut développer en série entiére. Celles-ci portent
le nom de fonctions analytiques. Le développement ultérieur
de la science a toutefois montré qu’une telle limitation était
trop contraignante. Les problémes de physique mathématique
commencérent & demander I’emploi de fonctions qui n’étaient
plus seulement, par exemple, des fonctions analytiques par
morceaux avec éventuellement des coudes ou des sauts. Ce-
pendant, la classe des fonctions analytiques, a cause de ses
propriétés remarquables et de ses applications trés vastes, est
devenue la classe de fonctions la plus importante étudiée en
mathématiques.

Le paragraphe précédent parlait des fonctions d’une va-
riable indépendante réelle, et & valeur réelle.

Etant donné que le calcul de chaque terme d’une série en-
tiere ne demande que des opérations arithmétiques, la valeur
de la fonction représentée en série entiére peut étre calcu-
lée pour des valeurs complexes de argument, pourvu que
I’on soit & l'intérieur de son rayon de convergence. QQuand
on étend ainsi une fonction a variable réelle aussi aux va-
leurs complexes de ’argument, on parle de son « prolonge-
ment » complexe. Une fonction analytique, de méme qu’un
polynéme, peut ainsi étre considérée non seulement pour les
valeurs réelles, mais aussi pour les valeurs complexes de la
variable indépendante. En outre il est naturel de considérer
alors des séries entiéres & coefficients complexes. Les proprié-
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tés des fonctions analytiques, comme celles des polynémes,
sont révélées au grand jour seulement quand on travaille dans
le domaine complexe, c’est-a-dire dans le corps C des nombres
complexes, et non plus seulement dans le corps R des nombres
réels. Pour l'illustrer, prenons un exemple.

Considérons les deux fonctions & variable réelle

1

e’ et ——
14 22

Ces deux fonctions sont finies, continues, et différentiables
jusqu’a n’importe quel ordre sur tout 'axe Oz des réels. On
peut les développer en série de Taylor, par exemple, autour
de l'origine x = 0

2
X xT
1 2, .4 6
mzl_x 4+ — 2%+ ... (IX.5)

La premiére converge pour toutes les valeurs de x, tandis
que la seconde converge seulement pour —1 < z < +1. L’exa-
men de la fonction, du coté gauche de 'expression (IX.5),
pour les valeurs réelles de x ne révéle pas les raisons de la di-
vergence de sa série de Taylor pour |z| > 1. Le passage dans le
domaine complexe va nous permettre de comprendre ce qui
se passe. Considérons la série, du coté droit de 'expression
(IX.5), pour les valeurs complexes de I'argument

1—22 424 284 (IX.6)
La somme des n premiers termes de cette série
sp=1—22 424 =254 4 (—1)n 122

se calcule comme pour les valeurs réelles. Par exemple, on
la multiplie par 22 et on lui rajoute cette valeur, ce qui fait
disparaitre tous les termes intermédiaires comme des dominos

Sp 4225, =1 — (=1)"22"
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On en déduit la formule pour la somme partielle :

_ 1— (_1)nz2n
B 1+ 22

n

Cette expression montre que pour |z| < 1 (on parle mainte-
nant de module)

li _

A
puisque |z|>® — 0. Ainsi, pour les complexes z, satisfaisant
I'inégalité |z| < 1, la serie (IX.6) converge et a pour somme
H%‘ Pour |z| > 1 la série (IX.6) diverge, puisque dans ce cas
la différence s, — 5,1 = (—1)" 122772 ne tend pas vers zéro.

Quand |z| < 1, le point z est & une distance de ori-
gine inférieure & 'unité. Ainsi, les points pour lesquels la sé-
rie (IX.6) converge dans le plan complexe forment un disque
ouvert, c’est-a-dire sans sa circonférence, centré a ’origine.
Sur la circonférence du disque, c’est-a-dire les complexes de
module un, se trouvent les deux points 7 et —¢ ou la fonction
a une valeur infiniefl

On voit ainsi que c’est 'examen du comportement de la
fonction H% dans le plan complexe qui nous a permis de
comprendre ce qui se passait : la présence des deux points ¢
et —i (en dehors de ’axe des réels on il n’y a pas de probléme)
explique pourquoi le domaine de convergence de la série (I1X.6)
est borné.

Noter que dans I'expression (IX.5), du cété de la fonction
H%’ il n’y a de probléme nulle part sauf en ¢ et —i. Du coté
de la série, elle ne converge que sur le disque unité ouvert.
En dehors elle ne converge jamais. Autrement dit, quand on
est en dehors du disque ouvert, la série (IX.6) ne peut pas
servir & représenter la fonction. Mais la fonction elle-méme

est parfaitement définie, sauf en 7 et —1.

4. Plus précisément, quand nous aurons étoffé notre compréhension
des fonctions d’une variable complexe, nous verrons que le module de la
fonction 1-&-% tend vers plus 'infini quand 'argument se rapproche d'un
de ces deux points. En ces deux points mémes, elle n’est tout simplement
pas définie.
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Domaine de convergence des séries entiéres. Consi-
dérons la série entiére suivante

ap+ai(z —a) +az(z —a)? + ... +ap(z —a)" +... (IX.7)

ou les a; sont une suite quelconque donnée de coeflicients
complexes, et a est un nombre complexe donné. Alors, dans
le plan complexe, il existe un disque ¢ centré en a (éventuel-
lement réduit au seul point a) dans lequel la série converge.

Démontrons cette proposition, qui porte le nom de théo-
réeme d’Abel, du nom du mathématicien norvégien Niels Hen-
rik Abel (1802-1829).

Observons tout d’abord que la série dont les termes sont
les nombres complexes wy,, ¢’est-a-dire

wp +wy + ... +w,y, + ... (IXS)

peut étre vue comme deux séries composées respectivement
des parties réelles et imaginaires des nombres w, = u, + tvy,

uy +ug + ... Fu, A+ o (IX.9)

vi+ve+ o v, o (IX.10)

La somme partielle s,, de la série (IX.8) s’exprime a l'aide des
sommes partielles o, et 7, des deux séries (I1X.9) et (1X.10)

Sp = O0p +Tn,

Apres ces remarques, le lemme suivant devient évident.
Si les termes de la série (IX.8) sont plus petits en va-
leur absolue, terme a terme, que ceux de la série géométrique
convergente
A+ Aq+ ... + A¢"+ ...

ou A et ¢ sont des nombres positifs — on parle donc dans leur
cas de nombres réels — et ¢ < 1, alors la série (IX.8) converge.
(Pour les nombres complexes, on continue & parler parfois de
« valeur absolue » comme on le faisait pour les nombres réels,
mais on veut naturellement dire « module » ; c’est-a-dire la
longueur du vecteur associé.)
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En effet, si |w,[< Ag¢", alors

|un| < fwn| < Ag" (1)

vn| < Jwn| < Ag"

donc (voir vol 1, chapitre 11, section 11.14) les séries (IX.9) et
(IX.10) convergent, et par conséquent la série (IX.8) aussi.
Montrons maintenant que si
la série entiére (IX.7) converge
quand la variable z prend une n2o
certaine valeur zg, alors elle
converge sur tout un disque ¢
centré en a, sur la circonfé-
rence duquel se trouve zy (figure /
IX.2).
On déduit aisément de ce
fait que la région de convergence
de la série (IX.7) est soit tout le Figure IX.2 : Etude de la
plan complexe, soit le seul point
z = a, soit un certain disque de
rayon fini autour de a.
Supposons, donc, que la série (IX.7)

comvergence sur le disque.

ap +a1(z - a) + a2(Z — a)2 + ... +an(z _ a)n + ..

converge quand z = zg. Chaque terme de la série, dans ce cas,
tend vers zéro quand n — oo. Cela signifie tous les termes
sont dans un certain disque autour de zéro. Dénotons par A
le rayon de ce disque. Alors on a pour tout n

lan(z0 —a)"| < A (IX.11)

Prenons maintenant un point quelconque z, plus prés de a que
ne 'est zp, et montrons que la série converge nécessairement
aussi en ce point z.

11 est clair que

|2 —a| <20 — q
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donc en dénotant par g le ratio des deux distances, on a

B |z — al

q <1 (IX.12)

|20 —al

Regardons le terme général de la série (IX.7) au point z pour
essayer de lui trouver une borne supérieure commode

zZ—Q

nlz = 0 = lanle = " (Z22) | = fane = 0| "

zZ0 — a
En vertu de l'inégalité (IX.11), on arrive a
lan(z —a)"| < Ag"

c’est-a-dire que le terme général de rang n de la série (IX.7),
calculé au point z, est plus petit, en module, que le terme de
rang n d'une série géométrique convergente. Sur la base du
lemme qu’on vient de démontrer, on en conclut que la série
(IX.7) converge au point z.

Le disque dans lequel la série entiére converge et en dehors
duquel elle diverge est appelé le disque de convergence; le
rayon de ce disque est appelé le rayon de convergence de la
série entiére. Il s’avére que le cercle, qui est la frontiére du
disque de convergence, passe toujours par les points les plus
proches de a dans le plan complexe ou la fonction cesse d’avoir
un comportement normal.

La série (IX.4) converge quelle que soit la valeur prise par
la variable sur I’ensemble du plan complexe; la série (IX.5),
comme on l’a vu, a un rayon de convergence égal a 'unité.

Séries exponentielle et trigonométriques d’une va-
riable complexe. Les séries entiéres peuvent servir a « pro-
longer » les fonctions d’une variable réelle dans le domaine
complexe. Par exemple, pour les valeurs complexes de z nous
définissons la fonction e® par la série entiére

z Z2

Ea— — -
E=1+o+o+ .. (IX.13)
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On introduit de méme les fonctions trigonométriques d’une
variable complexe

3 5

. z z z
Sin z2 = ﬁ_§+§— (IX14)

2 4
cosz:l—%Jr%— (IX.15)

Ces séries convergent sur tout le plan complexe.

1l est intéressant de noter le lien, qui devient visible quand
on passe dans le plan complexe, entre les fonctions exponen-
tielle et trigonométriques.

Dans la série (IX.13), si 'on remplace z par iz, on obtient
z 22 2 2

i

1z __ -
e TR TR TR

En regroupant les termes sans le facteur ¢ et ceux avec le
facteur i, on obtient

€' = cos z +isin (IX.16)
De méme ‘
e ¥ =cosz—isinz (1X.167)

Les formules (IX.16) et (IX.16’) portent le nom de for-
mules d’Euler. Dans ’autre sens, en résolvant (IX.16) et (IX.167)
pour cos z et sin z, on obtient

e 1 g%
COSz = 5
' (IX.17)
) et _ iz
sSin z =
2

1l est particuliérement important que pour les valeurs com-
plexes de 'argument (et donc aussi pour ses valeurs réelles),
la régle trés simple d’addition des exposants que ’on connait
bien pour les nombres entiers, reste vraie

21

e . e®2 = P12 (IX.18)
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Etant donné que pour les valeurs complexes de I’argument
nous avons défini la fonction e* par la série (IX.13) — et on se
rappelle quand on écrit f(z) = ag+a1z+azz®+ ... qu’on veut
dire que f(2) est la limite des sommes partielles —, la formule
(IX.18) demande & étre démontrée a partir de sa définition.
Faisons-le. Nous partons donc de lidentité ci-dessous[] :

2 2
aoeno (144 A (142,58
e e —<1+1!—|—2!+...> <1+1!+2!—|—...>

Nous allons multiplier les séries terme & terme. Les termes
obtenus peuvent étre organisés en une sorte de tableau carré.
Sur la premiére ligne on a la multiplication de la deuxiéme
série par 1. Sur la deuxiéme ligne on a la multiplication de la
deuxiéme série par 2L et

1’

2 3

2 3

Z1 Z1 Z2 21 %) 21 7
TR TR TR TR TR TIN I

2 2 2 2 2 3

z z z z z z z

2! 21 1! 21 2! 21 3!

3 3 3 2 3 3

V4 z z z Z. z z.
‘71.14_71.724_71.724_71.724_

3! 31 1 3 2 31 3!

Nous regroupons maintenant les termes dont la somme des
exposants en 2z et zo est la méme. On voit que ces termes sont
rangés en diagonale. Il est facile de montrer qu’en réorganisant
le tableau ainsi, le terme résiduel, quand on va de plus en plus
loin dans la somme des exposants, tend vers zéro.

5. En écrivant ceci, nous n’avons pas réellement avancé dans notre
démonstration. Nous avons simplement écrit chaque fonction & gauche
sous la forme de la série qui la définit a droite. Pour établir le résultat
qui nous intéresse, on va construire une nouvelle série dont la limite des
sommes partielles sera égale & la limite du produit des sommes partielles
des deux séries initiales. Et comme ces deux sommes partielles des séries
initiales sont convergentes, ce sera aussi le produit de leurs limites. Cette
nouvelle série sera celle de e*1 172,
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Nous obtenons

2 2
21, 72 22 ﬂ) 2 F271 A1
e _1+(1!+1! 2+ T+ )+ (X9

Les termes de cette série sont tous de la forme

AT S T
n! (n—DI1 (n=2)120 T Tl

1 n _ n —
:n!{zg—i— <1>z3 Lo+ <2>z3 224 . —I—z?}

N 1. L . | 4
oll on a utilisé la notation usuelle (Z) pour —* Ik notée

p!(n—p
parfois aussi Ch. Entre les accolades on a simplement le dé-

veloppement du binéme de Newton
(21 4 22)"

On est donc arrivé

G =1 4 (21 + 22) n (21 + 22)? N (21 + 22)3 L
1! 2! 3!

Autrement dit, le terme général de la série (IX.19) coin-
cide avec le terme général de la série représentant la fonction
e*1T#2_ Par conséquent le produit de e par e est bien égal
a 11722 comme énoncé par la formule (IX.18).

Le théoréme d’addition des exposants et les formules d’Eu-
ler permettent de déduire une expression finie pour la fonction
e® a l’aide de fonctions de variables réelles (finie voulant dire
sans utiliser de série, ni donc de limite). En effet, en posant

z=x+1y

nous obtenons
ez — eac—l—zy — ea: . ezy

et puisque
e =cosy +isiny

cela donne
z

e’ =e"(cosy +isiny) (IX.20)


www.amazon.fr/dp/2957239116

Offert par Les Editions du Bec de 1’Aigle 307

Cette formule est trés commode pour étudier les propriétés
de la fonction e*. Soulignons deux d’entre elles :

1. la fonction e® ne prend jamais la valeur zéro quand z
parcourt le plan complexe; en effet, quel que soit =,
e” # 0; et dans la formule (IX.20) les fonctions cosy et
siny ne peuvent pas s’annuler ensemble;

2. la fonction e® a la période 27i, c’est-a-dire

eZ—|—27ri — *
L’égalité ci-dessus découle du théoréme sur 'addition des ex-
posants et de ’égalité

€™ = cos 2 + isin 2w = 1

Les deux formules (IX.17) permettent d’étudier les fonctions
cos z et sinz dans le domaine complexe. Nous laissons & la
lectrice et au lecteur le soin de montrer que dans le domaine
complexe les fonctions sin z et cos z ont la période 27 et que
les formules trigonométriques bien connues sur le sinus d’une
somme d’angles et le cosinus d’'une somme d’angles restent
vraies.

Concept général de fonction d’une variable com-
plexe et différentiabilité des fonctions. Les séries entiéres
sont 'outil pour définir et étudier les fonctions analytiques
d’une variable complexe. Cependant, il est parfois intéressant
d’étudier les opérations qu’on peut faire avec des fonctions
arbitraires d’une variable complexe, en premier lieu la diffé-
rentiation. La différentiation des fonctions complexes va nous
conduire & des éclairages et des résultats profonds. Comme
nous le verrons plus loin (pp. 357-358), d’une part, une fonc-
tion qui a une dérivée premiére en tous les points d’'un voisi-
nage d’un certain point 2y a nécessairement des dérivées de
tous les ordres dans le voisinage de zg; d’autre part, elle est
développable en série entiére autour de ce point :

f(2) = ap+ a1(z — 20) + as(z — 20)? + ...
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c’est-a-dire qu’elle est analytique. Ainsi, en considérant les
fonctions différentiables d’une variable complexe, nous som-
mes amenés de nouveau dans la classe des fonctions analy-
tiques. D’un autre coté, ’étude de la dérivée va nous révéler
I’aspect géométrique des fonctions d’une variable complexe
et le lien entre leur théorie et les problémes de la physique
mathématique.

Compte tenu de ce qui vient d’étre expliqué, nous dirons
désormais de toute fonction ayant une dérivée en tous les
points d’un voisinage de zg qu’elle est analytique au point 2.

Nous appuyant sur la définition générale d’une fonction,
nous dirons que la variable complexe w est une fonction de la
variable complexe z, s’il existe une loi spécifique permettant
de connaitre la valeur de w quand on connait la valeur de z.

Chaque nombre complexe z = x+1iy est représenté, comme
on I’a vu, par un point (x, y) dans le plan Ozy. Les nombres
w = u+1iv seront représentés, quant & eux, par des points dans
leur propre plan Ouv, qu’on appellera le plan des valeurs de
la fonction. Aussi, d'un point de vue géométrique, la fonction
d’une variable complexe

w = f(2)

définit-elle une loi de correspondance entre les points du plan
Oxy ou évolue 'argument, c’est-a-dire la variable indépen-
dante z, et les points du plan Ouv ou évolue la valeur de la
fonction, c’est-a-dire la variable dépendante w. En d’autres
termes, une fonction d’une variable complexe est une trans-
formation — on dit aussi un « mapping » — du plan de 'argu-
ment vers le plan de la fonction. Etablir une fonction d'une
variable complexe veut dire établir une correspondance entre
les paires de points (x, y) et (u, y). Par conséquent, établir
une fonction d’une variable complexe est équivalent & établir
deux fonctions réelles chacune a deux variables réelles

u=ao¢(z, y), v=1v(x, y)

avec bien sir

w=u-+iv=9¢(x, y)+iv(x, y)
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Par exemple, si
w=2? = (z +iy)* = 2% — y* + 2ixy

alors

2

u=¢(z, y)=2>—y>, v=1(z, y)=2zy

La dérivée d’une fonction d’une variable complexe est dé-
finie formellement de la méme maniére que la dérivée d’une
fonction d’une variable réelle. La dérivée est la limite du ratio
entre l'incrément de la fonction et 'incrément de I’argument,
quand l'incrément de 'argument tend vers zéro,

o) — i JETA)IE)

Az—0 Az

(IX.21)

si la limite existe.
Meéme si nous faisons ’hypothése
que les deux fonctions réelles u(x, y)
zZvrA4z et v(z, y), apparaissant dans la défini-
I idy tion de w = f(z), ont chacune des dé-
2 rivées partielles en x et en y, cela n’est
4z pas encore suffisant pour garantir que
la dérivée de la fonction f(z) existe.
La limite du ratio des incréments dé-
Figure IX.3 : pend en régle générale de la direction
Direction d’approche dans laquelle le point 2’ = 2+ Az s’ap-
de 2/ = z+ Az vers z. proche du point z (figure IX.3).
Pour que la dérivée f'(2) existe, il
faut que cette limite ne dépende pas
de la fagon dont 2’ s’approche de z. Regardons, par exemple,
les deux cas o 2’ s’approche de z dans la direction de 1’axe
Oz ou dans la direction de I'axe Oy.
Dans le premier cas, Az = Az. Alors I'incrément de w est

flz+Az)=f(2) =

=u(r+ Az, y) —u(z, y) + i [v(z+ Az, y) —v(z, y) |
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Le ratio des incréments est donc

02— ()
Az

u(x + Az, y) —u(z, y) | . vlz+ Az, y) —v(z, y)
= + ?
Az Az

Quand Az — 0, il tend vers

ou .0v

5 T (1X.22)

Dans le second cas, Az = i Ay. Le ratio des incréments est
maintenant

Jz+ 02— )
Az

cu(r, y+ Ay) —u(z, y) vz, y+ Ay) —v(z, y)
7 +
Ay Ay

Le —i devant le premier terme provient du fait que I'incrément
de z est iAy. Toute 'expression tend vers
ov Ou

Si la fonction w = f(z) a une dérivée, les deux expressions
obtenues doivent étre égales. Par conséquent on doit avoir

ou_ov
or Oy

(IX.24)
ou_ o
oy Oz

La satisfaction de ces deux équations est une condition
nécessaire pour ’existence de la dérivée de la fonction w =
u+tv. Il se trouve que c’est aussi une condition suffisante (si
les fonctions u et v ont chacune une différentielle totale). Nous
allons omettre la preuve du caractére suffisant des conditions
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(IX.24). Les conditions (IX.24) s’appellent les équations de
Cauchy-Riemann[f]

11 est facile de vérifier que nombre des régles de différen-
tiation s’appliquant aux fonctions d’une variable réelle sont
transférées sans changement aux fonctions d’une variable com-
plexe. C’est le cas pour les régles de différentiation d’une som-
me, d’un produit et d’'un quotient. La fagon méme dont a
démontré ces régles dans le domaine réel reste identique, il
suffit juste de remplacer les variables réelles par des variables
complexes. Cela permet de démontrer que n’importe quel po-
lynoéme de la variable complexe z

w=ag+arz+ ... +a,2"

est partout différentiable. N’importe quelle fraction ration-
nelle, c’est-a-dire le ratio de deux polynémes,

apg+ a1z + ... +apz”
w =
bo +biz+ ... +byz™

est différentiable en tous les points ol le dénominateur n’est
pas nul.

Pour s’assurer de la différentiabilité de la fonction w =
e?, on peut utiliser les conditions de Cauchy-Riemann. Dans
notre cas, en utilisant la formule (IX.20) on a

u=-e"cosy, v=c¢e"siny

et en insérant ces fonctions dans (IX.24), on vérifie que les
équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites. La dérivée peut
étre calculée a l'aide, par exemple, de la formule (IX.22) —
puisque la direction utilisée est indifférente quand on sait que
la fonction est différentiable. On obtient immeédiatement

dw

—=

z

6. Nommeées a la suite des travaux du mathématicien frangais Augus-
tin Cauchy (1789-1857) et du mathématicien allemand Bernhard Rie-
mann (1826-1866).
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qui est 'extension naturelle de la différentiation de la fonction
exponentielle dans le cas réel.

En se basant sur la formule (IX.17), il est facile de vérifier
la différentiabilité des fonctions trigonométriques. Et 1a en-
core, les formules classiques de I'analyse réelle restent valides.

Fonction Ln z. Nous n’allons pas étudier ici toutes les
fonctions élémentaires d’une variable complexe. Cependant, il
va étre important pour nous d’étre familiers avec les proprié-
tés de la fonction Ln z, c’est-a-dire la fonction logarithme,
mais considérée dans le domaine complere. C'est la raison
pour laquelle on utilise un L majuscule devant le n, pour la
distinguer de son homologue dans le domaine réel. Comme
dans le domaine réel, nous posons

w=1Ln z

si
z=ce

Dans la formule w = Ln z, la variable z est la variable in-
dépendante, notée généralement x + iy, et w est la variable
dépendante, notée u 4+ iv. Afin d’analyser cette fonction Lin z,
écrivons le nombre z non pas sous sa forme générale x + iy,
mais sous sa forme trigonométrique

z =r(cos ¢+ isin¢)

D’autre part, en appliquant & 'exponentielle ¢* le théoréme
sur le produit d’exponentielles qui devient une addition des
exposants, nous avons aussi pour ’expression de z

z=e" =" = e"e" = e"(cosv + isinv)

La comparaison de ces deux expressions obtenues pour z im-
plique

et=r (@)

cosv +isinv = cos¢ +ising (B)
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Gardant & ’esprit que u et r sont des nombres réels, de la
formule («) nous déduisons

u=Inr

ol Inr est la notation habituelle pour le logarithme naturel,
dit encore « logarithme népérien », du nombre réel positif r.
L’égalité () ne peut étre satisfaite que si

cosv = cos ¢, sinv =sin¢

Mais, en ce qui concerne v et ¢, ils peuvent différer par un
multiple de 27
v=0¢+21n

Quel que soit n, si v et ¢ sont liés ainsi, la formule () sera
satisfaite. Sur la base des expressions obtenues pour u et v,
nous pouvons écrire

Ln z=1Inr+i(¢ + 2mn) (IX.25)

La formule (IX.25) définit la fonction Ln z pour toutes les
valeurs complexes de z différentes de zéro. Elle ne donne pas
seulement la valeur du logarithme pour les réels positifs, mais
aussi pour les réels négatifs et enfin pour tous les nombres
complexes.

La présence du nombre entier arbitraire n dans ’expres-
sion de Ln z veut dire que le logarithme complexe est une
fonction a valeurs multiples[]. Pour n’importe quelle valeur de
n nous obtenons une des valeurs parmi les valeurs possibles
de Ln z. Si nous fixons la valeur de n, alors nous obtenons
une des formes possibles de cette fonction.

Cependant, les différentes valeurs de Ln z apparaissent
organiquement liées les unes aux autres. En effet, plagons-
nous au point zy et fixons, par exemple, la valeur n = 0.
Faisons maintenant parcourir au nombre complexe z la boucle
C, démarrant & zq, faisant le tour de ’origine des coordonnées,
et revenant a zp (figure 1X.4).

7. C’est une des généralisations de la notion de fonction qu’on ap-
prend au lycée. L’autre — trés différente — est la notion de distribution
que nous avons abordée brievement a la fin du chapitre VI sur les EDP.
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),

Figure IX .4 : Tllustration du caractére multiple de la fonction loga-

rithme complexe de z.

A mesure que z progresse sur la boucle, I'angle ¢ va croitre
continiment, et aprés un tour complet il aura augmenté de
27. Ainsi, si on a choisi au départ

(Ln 2z)y = Inrg +igo

et nous faisons tourner le nombre complexe z le long de C,
entourant 1'origine, nous allons retourner au point 2y, mais la
valeur du logarithme complexe de 2z sera maintenant

(Ln 2)y = Inrg + i(¢po + 27)

Cela nous convainc qu’il est possible de passer de maniére
continue d’une valeur de Ln z & une autre, au méme point
z. Pour cela, il faut se déplacer sur une courbe qui tourne
autour de l'origine le nombre de fois qu’il est nécessaire avant
de revenir & notre point de départ. On dit du point z = 0 que
c’est un point de branchement ou un point de ramification
pour la fonction Ln z.

Si nous voulons nous limiter & I’étude d’une seule valeur
de la fonction Ln z, nous devons interdire les points z obtenus
au terme d’un trajet le long d’une boucle fermée contournant
Porigine z = 0. On peut le faire en tragant une ligne continue
allant de l'origine jusqu’a l'infini et en interdisant au point
z de croiser cette ligne, appelée une coupure. Si z se déplace
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dans le plan complexe sur lequel nous avons tracé une coupure
qu’il ne peut pas franchir, alors il est impossible d’effectuer
une transition continue d’une valeur de Ln 2z & une autre au
méme point. Et en partant d’une valeur définie pour le lo-
garithme complexe en un certain point zg, nous attribuerons
& chaque point du plan, en nous déplacant jusqu’a lui, une
valeur unique pour son propre logarithme complexe. Les va-
leurs de la fonction Ln z sélectionnées ainsi forment ce qu’on
appelle une ramification ou branche univoque de la fonction
logarithme complexe.

Par exemple, si nous tragons une coupure le long de la par-
tie négative de ’axe des réels, pour chaque choix, en un point
quelconque donné zy, du nombre n dans la formule (IX.25),
nous obtiendrons une branche univoque de Ln z. Si nous avons
choisi n = k, alors tous les argumentsﬁ des logarithmes com-
plexes satisferont

2k—-1)r<¢p<(2k+1)m

sur la branche correspondante.

Une fois qu’on a choisi une branche univoque de la fonc-
tion logarithme complexe, nous pouvons étudier sa différen-
tiabilité. En posant

r=+z2+y? ¢= arctan%

il est facile de vérifier que Ln z satisfait les conditions de
Cauchy-Riemann. Et la dérivée calculée, par exemple, par la
formule (IX.22) sera égale a

dlnz 1
dz z
Soulignons que la dérivée de Ln z est une fonction a valeur
unique.

8. En mathématiques, « argument » veut dire « variable indépen-
dante d’une fonction », mais aussi « angle d'un nombre complexe avec
I’axe des réels ». Le contexte permet de savoir de quoi on parle. Ici on
parle de I'angle du nombre complexe Ln z avec ’axe Ox.
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IX.2 Lien entre les fonctions d’une variable complexe
et les problémes de la physique mathématique

Liens avec les problémes d’hydrodynamique. Les
conditions de Cauchy-Riemann établissent un lien entre les
problémes de la physique mathématique et la théorie des
fonctions d’une variable complexe. Illustrons-le avec des pro-
blémes d’hydrodynamique.

Parmi tous les mouvements possibles d’un milieu liquide,
les mouvements stationnaires jouent un roéle particuliérement
important. C’est le nom qu’on donne aux mouvements du
fluide, tels que la distribution des vélocités en chaque point
de 'espace ne change pas au cours du temps. Par exemple, un
observateur posté sur un pont et regardant 1’écoulement de la
riviere autour d’une pile du pont voit un flux stationnaire.

Parfois le flux devient stationnaire pour un observateur
qui se déplace d'une maniére ou d’une autre. Par exemple, le
courant peut ne pas étre stationnaire aux yeux de quelqu’un
posté sur la berge, mais néanmoins I’étre pour quelqu’un dans
un bateau sur la riviére. Pour un passager assis dans un avion
volant & vitesse constante, le mouvement de ’air perturbé par
le passage de ’avion apparaitra stationnaireﬂ

Dans un mouvement stationnaire, le vecteur vélocité V' des
particules de liquide, en un point donné de I’espace, ne change
pas au cours du temps. Et si le mouvement est stationnaire
aux yeux d’un observateur en mouvement, alors le vecteur
vélocité est constant dans le temps en des points qui ont des
coordonnées fixes par rapport au repére de I'observateur.

Parmi tous les mouvements d’un fluide, la classe des écou-
lements en plans paralléles identiques est particuliérement im-
portante[ﬂ Ce sont les mouvements dans lesquels les vélocités
des particules sont toutes paralléles & un certain plan, et dans

9. Il y a de nombreuses fagons de créer une situation stationnaire
dans un repére et pas dans un autre. Noter que ’exemple de I'avion est
essentiellement le méme que celui de la pile de pont.

10. C’est un cas particuliérement simple d’écoulement laminaire. Mais
ces derniers comprennent d’autres types de mouvements (consulter un
manuel de mécanique des fluides pour plus de détails).
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chaque plan paralléle & celui-ci la distribution des vélocités est
la méme.

Si nous imaginons une masse infinie de fluide s’écoulant
autour d’un corps cylindrique perpendiculairement & sa géné-
ratrice, alors dans tous les plans perpendiculaires & cette géné-
ratrice, la distribution des vélocités sera la méme et ’écoule-
ment sera en plans paralléles identiques. Parfois le mouvement
d’un fluide peut étre considéré comme approximativement de
ce type. Par exemple, si nous voulons étudier la distribution
des vélocités du flux d’air dans un plan perpendiculaire & une
aile d’avion, quand ce plan n’est pas trop prés du fuselage
ou de lextrémité de laile, le flux d’air peut étre considéré
comme approximativement planaire (on ne répéte pas « pa-
rallele identique » mais c’est implicite).

Voyons comment la théorie des fonctions d’une variable
complexe peut étre appliquée a 1’étude des mouvements sta-
tionnaires de fluide en écoulement planaire. Nous allons aussi
faire I’hypothése que le liquide est incompressible, c¢’est-a-dire
que sa densité ne change pas avec la pression. Par exemple,
I’eau a cette propriété. Il s’avére que I’air peut aussi étre consi-
déré comme incompressible quand on étudie son mouvement,
& la condition que les vélocités ne soient pas trés grandes.
L’hypothése de I'incompressibilité de I'air n’introduit pas de
distorsions notables — dans 1’étude d’un écoulement d’air sta-
tionnaire — si la vitesse du courant d’air n’excéde pas 60%
a 80% de la vitesse de la vitesse du son (dans les conditions
ordinaires elle est d’environ 340 métres par seconde).

Le flux d’un liquide est caractérisé par la distribution des
vélocités de ses particules[:r]. Si ’écoulement est en plans pa-
ralléles identiques, alors il est suffisant de connaitre les vélo-
cités des particules dans 1'un des plans du mouvement.

Nous allons dénoter par V (z, y, t) le vecteur vélocité de
la particule qui passe par le point de coordonnées x, y au
temps t. Dans le cas qui nous intéresse, le mouvement est

11. Rappel : par « particule » on ne veut pas dire « molécule », mais
« petit volume de matiére ». Nous sommes dans la physique des milieus
continus. Voir chapitre VI oil ces questions ont déja été abordées.
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stationnaire, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas du temps. Le
vecteur V sera donné par ses projections u et v sur les axes
de coordonnées. Considérons les trajectoires des particules de
fluide. Dans le cas d’un écoulement stationnaire, la trajectoire
d’une particule qui est passée, & un moment donné, par un
certain point de ’espace ne changera pas au cours du temps.
Si le champ des vélocités est connu, c’est-a-dire, si les com-
posantes de la vélocité sont des fonctions connues de x, y,
alors les trajectoires des particules de fluide peuvent étre dé-
terminées en utilisant le fait que la vélocité d’une particule
est toujours tangente & sa trajectoire. Cela donne

dy _ v(z, y)
dr  u(z, y)

L’équation qui en résulte est une équation différentielle pour
les trajectoires. Ces trajectoires des particules dans un écou-
lement stationnaire sont appelées des lignes de courant. Par
chaque point du plan passe une ligne de courant.

Les lignes de courant ayant été expliquées, nous allons
maintenant expliquer le concept de fonction de courant qui
joue aussi un role important. Nous fixons dans un plan P du
flux une ligne de courant Cy, et regardons aussi une ligne C
(proche ou distante, peu importe). Et nous regardons aussi
leurs correspondantes dans un plan P’ du flux, distant de
P d’une unité. Nous considérons alors le canal d’écoulement
imaginaire bordé d’une part par les deux surfaces cylindriques
(avec une génératrice perpendiculaire au plan du flux) passant
par ces deux lignes de courant, et d’autre part les plans P et
P’ (figure 1X.5).

Si nous considérons deux sections transversales arbitraires,
dénotées ;1 et v2, de notre canal d’écoulement, alors la quan-
tité de fluide passant par ces deux sections par unité de temps
sera la méme. En effet, & 'intérieur d’un volume quelconque
donné, dans 'espace du milieu fluide, par exemple le volume
défini par C1, Co, 71, V2, et 'épaisseur d’une unité entre P
et P’, la quantité de liquide — étant de densité constante — ne
peut pas changer au cours du temps. D’autre part, les murs
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latéraux du canal sont construits sur les lignes de courant Cy
et O, et les plans P et P’ sont des plans du mouvement,
par conséquent aucun liquide ne les traverse. Il en résulte que
la quantité de fluide entrant par v; par unité de temps est
nécessairement la méme que celle sortant par vs.

Figure IX.5 : Canal d’écoulement imaginaire du flux entre les lignes
de courant Cy et C}, avec une épaisseur d’'une unité entre deux
plans du flux.

On appelle fonction de courant la fonction ¥ (z, y) pre-
nant sur une ligne de courant Cy la valeur constante égale &
la quantité de liquide s’écoulant par unité de temps a travers
une section transversale d’un canal construit comme on vient
de le faire sur les lignes Cy et C.

La fonction de courant est déterminée & une constante
arbitraire prés, dépendant du choix de la ligne de courant
initiale Cy. Si on connait la fonction de courant au sein du
milieu liquide — fonction qui, on le rappelle, ne dépend que de
deux variables pour un écoulement planaire —, alors I’équation
des lignes de courant devient manifestement

Y(x, y) = const.

Les composantes de la vélocité du flux s’expriment & ’aide des
dérivées de la fonction de courant. Pour les obtenir, considé-
rons un canal d’écoulement formé par une ligne de courant C,
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passant par un point donné M (z, y), et la ligne C’, passant
par le point proche M'(z, y+ Ay), et, comme toujours, deux
plans paralléles au mouvement du fluide, distants d’une unité.
Calculons la quantité de liquide ¢ qui s’écoule sur une période
de temps dt a travers la section M M’ du canal (figure IX.6).

Figure IX.6 : Calcul de la dérivée partielle par rapport a y de la
fonction de courant ¥ (z, y). Le dessin représente le plan P (fig.
IX.5). Il faut garder a lesprit que toute la figue a aussi une épaisseur
d’une unité dans la direction perpendiculaire & la feuille.

D’un c6té, en vertu de la définition de la fonction de cou-
rant

= (W — ) dt = A dt

ou ) = Y(x, y), c’est-a-dire la valeur de la fonction de courant
sur toute la ligne de courant passant par M. Et ¢/ = ¢(z,y+
Ay), c’est-a-dire la valeur de la fonction de courant sur toute
la ligne de courant passant par M’. Leur différence est la
quantité de liquide passant par unité de temps par la coupure
M et M'.

D’un autre co6té — se rappelant que la vélocité d’une par-
ticule de liquide passant par le point M (x, y) est dénotée
par V(z, y) — la quantité g est égale au volume obtenu en
tragant le vecteur Vdt & partir de chaque point de la coupure
MM’ (partie hachurée sur la fig. IX.6). Si MM’ est petit,
nous pouvons considérer que V est constante sur tout MM/,
et est égale & sa valeur en M.
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Le volume de la partie hachurée (en tenant compte de
Pépaisseur 1 entre les deux plans) est égal a Ay x 1 multiplié
par la hauteur du parallélogramme, c’est-a-dire la projection
du vecteur Vdt sur 'axe Ox. Celle-ci est égale & udt. Par
conséquent

qg~u Ay dt

d’ot, en divisant par dt,

u Ay ~ A

Enfin en divisant cette égalité par Ay et en passant a la limite
nous obtenons

9y
== IX.26
= (1X.26)
Un raisonnement analogue donne la deuxiéme composante
O
=——— 1X.26°
V= ( )

Nous avons ainsi obtenu les composantes du vecteur vélocité
& partir des dérivées partielles de la fonction de courant.

Pour travailler avec le champ des vélocités, en plus de
la fonction de courant, on introduit une autre fonction. Son
existence est liée & des considérations sur la rotation sur elles-
mémes ou non des petites particules de liquide. En effet, si
nous imaginons qu’une petite particule de liquide s’est soli-
difiée, alors, en général, elle peut aussi avoir un mouvement
de rotation sur elle-méme. Cependant, si le mouvement du
liquide a démarré au repos et qu’il n’y a pas de frottements
internes entre les particules de liquide, alors on peut montrer
qu’elles ne peuvent pas acquérir de mouvement de rotation
sur elles-mémes en plus du mouvement général d’écoulement
du fluide.

Chapitre VI, dans le cadre de la présentation générale des
équations aux dérivées partielles de la physique mathéma-
tique, nous avons déja briévement abordé ces sujets (p. 92).
Nous avons vu que de tels mouvements, sans rotation des
particules sur elles-mémes, sont appelés irrotationnels.


https://tinyurl.com/y3myspw9

322 Extrait de jwww.amazon.fr/dp/2957239116

Les écoulements irrotationnels jouent un role fondamen-
tal dans ’étude du mouvement des corps liquides. En hydro-
dynamique, on établit que pour ce type de mouvements de
liquides il existe une fonction ¢(z, y), permettant de calculer
les composantes de la vélocité & 1’aide des formules

_9¢ _99
- oz’ U_(?y

Comme on I’a vu, la fonction ¢ s’appelle le potentiel vitesse
du mouvement[ﬂ Et les mouvements irrotationnels portent
aussi le nom de mouvements potentiels ou & potentiel.

Dans la suite, nous considérons des mouvements ayant un
potentiel vitesse.

La comparaison des jeux de formules (IX.26) et (IX.27)
pour les composantes de la vélocité, d’une part en termes de
la fonction de courant, et d’autre part en termes du poten-
tiel vitesse, conduit & la conclusion remarquable suivante. La
paire de fonctions réelles, chacune & deux variables réelles,
que sont le potentiel vitesse ¢(x, y) et la fonction de courant
Y(x, y) d'un écoulement de fluide irrotationnel, satisfont les
conditions de Cauchy-Riemann

u (IX.27)

o9 oY
dr  dy
(IX.28)
oo o
dy  Ox

Autrement dit, la fonction d’une variable complexe

est une fonction différentiable d’une variable complexe. Réci-
proquement : si nous partons d’une fonction arbitraire diffé-
rentiable d’une variable complexe, alors, comme nous le sa-
vons, ses parties réelles et imaginaires satisfont les conditions

12. Dans le chapitre VI sur les EDP, cette fonction était dénotée
U(x, y, z, t), et nous étions dans un cas plus général que les écou-
lements planaires identiques dans chaque plan, et stationnaires, consi-
dérés ici, qui raménent les coordonnées spatiales & seulement z et y et
éliminent la variable ¢.
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de Cauchy-Riemann et elle peuvent étre considérées respecti-
vement comme le potentiel vitesse et la fonction de courant
de I’écoulement (planaire, identique dans chaque plan, et sta-
tionnaire) d’un liquide incompressible. La fonction w s’appelle
la fonction caractéristique du flur ou du mouvement.
Regardons aussi la signification de la dérivée de w. En
employant, par exemple, la formule (IX.22), nous avons

dz  O0xr  Ox
En vertu de (IX.27) et (IX.26), nous trouvons
dw

— =u—1w

dz

ou, en passant aux complexes conjugués,

U+ v = (dw) (IX.29)
dz

ol la barre au-dessus de % signifie qu’il faut prendre le com-
plexe conjugué de la dérivéeﬁ.

Ainsi, le vecteur veélocité du flux (ou plus précisément le
nombre complexe qui lui est associé) est égal au conjugué de
la dérivée de la fonction caractéristique du flux.

Exemples de mouvement de fluide planaire paral-
léle identique. Regardons quelques exemples.

Commencons par le flux planaire le plus simple. On consi-
dére la fonction caractéristique suivante

w= Az (IX.30)

ot A est une grandeur complexe constante. Il découle de
(IX.29) que
utiv=A

13. Le nombre complexe conjugué de a + ib est le nombre complexe
a—1b. Si z = a+1b, son complexe conjugué est noté z. Et réciproquement
le complexe conjugué de Z est z.
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Ainsi, la fonction linéaire (IX.30) définit un flux de fluide
ayant un vecteur vélocité constant. Si nous posons

A =ug — g

alors, en séparant les parties réelles et imaginaires de w, nous
aurons

é(x, y) = uox + voy (2)
Y(z, y) = uox — voy

On voit que les lignes de courant seront des lignes droites
paralléles au vecteur vélocité (figure IX.7).

-
e

—

Figure IX.7 : Flux planaire le plus simple. Dans chaque plan (ou le
mouvement est identique) le mouvement est un écoulement paral-
lele & vitesse uniforme dans une direction donnée.

Comme deuxiéme exemple, considérons la fonction carac-
téristique
w= Az*

ou cette fois-ci A est une quantité réelle constante, positive ou
négative. Pour représenter la configuration générale du flux,
il faut déterminer les lignes de courant. Dans le cas présent
la fonction de courant, qui est la partie imaginaire sans le
facteur 7 de la fonction caractéristique, est

Y(z, y) = 2Azy
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et I’équation des lignes de courant est
Ty = const.

Ce sont des hyperboles dont les asymptotes sont les axes Ox
et Oy (figure IX.8).

S

Figure IX.8 : Flux planaire correspondant & la fonction caractéris-
tique w = Az? (o1 A est un nombre réel, ici positif). Les lignes de
courant sont des hyperboles.

Les fléches montrent la direction du mouvement des particules
le long des lignes de courant quand A > 0. Les axes Oz et Oy
sont aussi des lignes de courant.

Si la friction dans le fluide est trés faible, alors rempla-
cer quelques lignes de courant par un mur de méme forme
ne perturbera pas le reste du flux. Les particules de liquide
glisseront le long du mur. Fort de ce principe, en mettant des
murs carrément le long des directions positives des axes de
coordonnées (fig. IX.8 on les a représentés avec un trait plus
épais), nous obtenons dans cet exemple le dessin général de
I’écoulement d’un liquide sans turbulences y compris lors du
passage dans un coin.

Troisiéme exemple. Un cas important de flux est celui
ayant pour fonction caractéristique

w=a (z + Rz) (IX.31)

z
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ol a et R sont des constantes réelles positives.
La fonction de courant sera

R?y
v=a(o-=5)

et, par conséquent, ’équation des lignes de courant
R?y

— = const.
L

En particulier, en prenant la constante égale & zéro, nous ob-
tenons y = 0 ou 22 + y? = R?. On voit ainsi que le cercle de
rayon R est une ligne de courant. Si nous remplagons l'inté-
rieur de cette ligne de courant par un corps solide, nous obte-
nons le flux autour d’un cylindre circulaire (en gardant a ’es-
prit la troisiéme dimension z o sur tous les plans z = const.
le flux planaire est le méme). La configuration des lignes de
courant est montrée figure IX.9. Nous pouvons déterminer la
vélocité du flux a l'aide de la formule (IX.29)

R2
u+iv:a<1—2>
z

Figure IX.9 : Lignes de courant d’un flux globalement uniforme
contournant un cylindre circulaire (vue en coupe).

Loin du cylindre nous trouvons

lim (u +iv) = a
Tr—r00

C’est-a-dire que loin du cylindre la vélocité tend vers une va-
leur constante, et par conséquent le flux devient uniforme.
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Ainsi, la formule (IX.29) exprimant sous forme de nombre
complexe le vecteur vélocité, et que 'on obtient en dérivant
la fonction caractéristique puis en prenant son conjugué, dé-
termine la configuration qu’il prend quand un flux uniforme
rencontre et s’écoule autour d’un obstacle en forme de cy-
lindre circulaire perpendiculaire & son mouvement.

Idées fondamentales de la théorie d’une aile d’avion.
Théoréme de Joukovski. L’application de la théorie des
fonctions d’une variable complexe a I’étude des écoulements
de fluide planaires paralléles identiques conduisit N. 1. Jou-
kovski[[?] et S. A. Tchaplyguine[”] a des découvertes remar-
quables en aérodynamique. Lors de leur étude du flux autour
de divers corps ils découvrirent la loi de formation de la force
de portance d’une aile d’avion. Pour comprendre la progres-
sion des idées qui amenérent jusqu’a cette découverte, il nous
faut considérer encore un autre exemple particulier de flux.
Considérons la fonction caractéristique

r
w=—>ULn z
21

ol I' est une constante réelle. Comme nous ’avons vu, bien
que la fonction w soit & valeurs multiples, sa dérivée

dw_il

T 9 (IX.32)
est & valeur unique, et par conséquent notre fonction caracté-
ristique conduit & un champ de vélocité bien défini pour un
certain écoulement de fluide. En posant z = re le potentiel
vitesse et la fonction de courant peuvent étre calculés a 'aide
de la formule (IX.25)

r r
¢p=—0, p=——lnr

271 21

14. Nikolai Iegorovitch Joukovski (1847-1921), mathématicien et phy-
sicien russe, I'un des contributeurs importants a I’hydrodynamique et
I’aéronautique, aprés les travaux des grands fondateurs au xvii® siécle
Daniel Bernoulli, Jean le Rond d’Alembert et Leonhard Euler.

15. Serguei A. Tchaplyguine (1869-1942), mathématicien et physicien
russe, éléve de Joukovski.
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La seconde des ces formules montre que les lignes de cou-
rant sont les cercles concentriques r = const. (figure IX.10).
La vélocité du courant est donnée par la formule (1X.29)

) ri
U+w=——-
2m 2
Il en découle, en particulier,
que la vitesse est

g

V:\u—l—iv|:2mz

C’est-a-dire, la vitesse est
constante sur chaque ligne
de courant. Une étude plus
détaillée montre que le flux
tourne dans le sens des ai-
guilles d’'une montre si I' < 0
et dans le sens positif si I' > 0.

Si nous remplagons une de ces lignes de courant par une
frontiére solide de meéme forme, alors nous obtiendrons un
mouvement circulaire du fluide autour d’un cylindre. Un tel
mouvement est appelé une circulation.

Le potentiel de notre mouvement n’est plus une fonction
a valeur unique. Quand on parcourt une boucle fermée autour
du cylindre, le potentiel change d’une valeur I" en plus ou en
moins selon le sens. Ce changement du potentiel est appelé la
circulation du fluz.

Si nous ajoutons & la fonction caractéristique du flux uni-
forme rencontrant un cylindre — équation (IX.31) et figure
IX.9 - celle de la circulation autour du cylindre (dans le sens
des aiguilles d'une montrem), nous obtenons la nouvelle fonc-
tion caractéristique

Figure IX.10 : Lignes de

courant.

r
w=a(z+—)— —Lnz (IX.33)
z i

16. Dans la formule (IX.33), on prend un I' positif, mais avec un signe
moins devant.
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Cette fonction caractéristique représente aussi un flux rencon-
trant un cylindre de rayon R. En fait, la fonction de courant
sera constante sur le cercle de rayon R, puisque ses coefficients
réels et imaginaires seront tous deux constants. La vélocité
du courant, déterminée par la fonction (IX.33), va & nouveau
avoir pour limite a quand z — oco. Cela montre que pour n’im-
porte quelle valeur de T' la fonction caractéristique (IX.33)
représente un flux s’écoulant globalement vers la droite avec
une vitesse uniforme a, mais rencontrant et contournant un
cylindre — ce qui perturbe évidemment localement le flux.

g

Figure IX.11 : Flux dont I’équation caractéristique est (I1X.33).

La figure IX.11 montre comment le flux ayant pour fonction
caracteéristique (1X.33) se comporte autour du cylindre quand
I" est positif. Ce flux n’a plus de symétrie, et les points a et
b, d’arrivée et départ du flux dans une direction normale au
cylindre, qui sur la figure IX.9 se trouvaient de part et d’autre
d’un diamétre, sur la figure IX.11 se sont déplacés vers le bas.
Le potentiel de ce flux est une fonction a valeurs multiples. Il
changera de la valeur I' lors d’une bouche autour du cylindre.

Pour les flux tournant simplement autour du cylindre (sans
flux concomitant uniforme vers la droite), a cause de la symé-
trie circulaire de I’équation (I1X.32), le flux présentera généra-
lement une symétrie circulaire. Mais pour des corps différents
asymeétriques, il se trouve qu’en régle générale on aura un
potentiel & valeurs multiples. Nous expliquerons plus loin les
raisons physiques pour ce fait. Les méthodes de la théorie des
fonctions d’une variable complexe permettent de déterminer


https://tinyurl.com/y3myspw9

330 Extrait de www.amazon.fr/dp/2957239116

les flux possibles autour de corps de n’importe quelle forme.
Dans la section suivante, nous parlerons de ces méthodes. Des
flux dont le potentiel est & valeur unique ou & valeurs mul-
tiples peuvent étre construits dans le voisinage d’un cylindre
ou de n'importe quel corps.

Fig. IX.12a Fig. IX.12b

Quand on étudie le flux autour d’une aile d’avion, on a
affaire & des corps avec une pointe effilée en aval. Le profil
d’une aile d’avion a toujours cette forme. Si, pour un tel profil,
on construit un flux avec un potentiel & valeur unique, alors
le point b ot le flux quittera ’obstacle ne correspondra pas
a sa pointe effilee (fig. 1X.12a). Il se trouve qu'un tel flux
est physiquement impossible. (Des vélocités infinies et une
dépression infinie apparaitraient a la pointe de laile.) Le flux
pour lequel le point b coincide avec la pointe de l'aile (fig.
XT1.12b) est le seul possible, et ce flux, en régle générale, aura
un potentiel & valeurs multiples. Autrement dit ce sera un flux
circulaire, au sens que son potentiel change de valeur quand
on fait un tour complet de l’aile. La circulation I' d’un flux
de ce genre est encore une fois définie comme le changement
du potentiel quand on fait un tour complet de I’aile.

L’hypothése de la possibilité physique d’un flux irrotation-
nel enveloppant une aile d’avion ayant un profil effilé en aval
porte le nom de postulat de Tchaplyguine.

La découverte remarquable de N. I. Joukovski est la sui-
vante : en présence d’une circulation dans le flux, une force de
portance apparait qui souléve ’aile dans la direction perpen-
diculaire au flux qui arrive. Cette portance a une magnitude,
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proportionnelle & la vitesse du flux, donnée par la formule
pal’

ou p est la densité du milieu, et I' la circulation (figure 1X.13).

FP= /aal‘

Figure IX.13 : Portance s’exercant sur l'aile due au flux arrivant
A la vitesse a. La direction de la portance dépend du sens de la
circulation I', laquelle dépend de la position de ’aile dans le flux.

Le théoréeme de Joukovski sur la force de portance s’exer-
cant sur une aile d’avion est & la base de l'aérodynamique
moderneE} Nous n’allons pas le démontrer ici. Notons néan-
moins que la plupart des démonstrations utilisent la théorie
des intégrales de fonctions d’une variable complexe.

L’aérodynamique, aux fondations de laquelle ont large-
ment contribué N. I. Joukovski et S. A. Tchaplyguine, a été
ensuite 'objet de travaux et développements importants par
les savants soviétiques.

Applications a d’autres problémes de physique ma-
thématique. La théorie des fonctions d’une variable com-
plexe trouve de vastes applications non seulement dans la
théorie du vol des avions, mais aussi dans de nombreux pro-
blémes d’hydrodynamique.

Le champ d’application de la théorie de ces fonctions ne
se limite, cependant, pas & 'aéro- et I’hydrodynamique : il est

17. On le rencontre aussi sous le nom de théoréme de Kutta-Joukovski,
du nom du mathématicien allemand Wilhelm Kutta (1867-1944), que
nous avons déja rencontré dans les méthodes de Runge-Kutta qui géné-
ralisent la méthode d’Euler pour résoudre les EDO (chap. V, p. 43).
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encore bien plus vaste. Ses méthodes sont utilisées dans de
nombreux problémes de physique mathématique. Pour I’éclai-
rer, retournons aux conditions de Cauchy-Riemann

ou  Ov

o~ oy (3)
ou_ o

oy Oz

et déduisons-en une équation que satisfait la partie réelle
d’une fonction analytique d’une variable complexe. Si on dif-
férentie par rapport a x la premiére des deux équations, et
par rapport & y la seconde, et qu’on les ajoute, on obtient

u, o
oz? = oy

Cette équation (que nous avons déja rencontrée chapitre VI
sur les équations aux dérivées partielles, EDP) porte le nom
d’équation de Laplace. Un grand nombre de problémes en phy-
sique et en mécanique sont liés & I’équation de Laplace. Par
exemple, si un corps est en équilibre thermique@l7 alors la
fonction mesurant sa température en chaque point satisfait
I’équation de Laplace. L’étude d’un champ gravitationnel ou
d’un champ électrostatique est liée & cette équation. Quand
on étudie l'infiltration d’un liquide dans un milieu poreux, on
arrive aussi & I’équation de Laplace. Dans tous ces problémes
ol ’équation de Laplace joue un role, les méthodes de la théo-
rie des fonctions complexes ont trouvé de vastes applications.

Pas seulement I’étude de ’équation de Laplace, mais aussi
I’étude d’équations plus générales de la physique mathéma-
tique peut étre associée & la théorie des fonctions d’une va-
riable complexe. L’un des exemples les plus remarquables de
ce genre est fourni par les problémes de la théorie de 1'élas-
ticité dans le plan. Les savants soviétiques Guri V. Kolosov

18. On parle d’équilibre thermique dynamique, avec de la chaleur qui
entre par certains points de la frontiére et qui sort par d’autres, dans un
régime stationnaire (cf. chapitre VI, section VI.2).
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(1867-1936) et Nicolas Muskhelichvili (1891-1976) posérent
les fondations pour I'application des fonctions complexes dans
ce domaine.

IX.3 Lien entre les fonctions d’une variable complexe
et la géométrie

Propriétés géométriques des fonctions complexes
différentiables. Comme dans la théorie des fonctions d’une
variable réelle, dans la théorie des fonctions analytiques, la re-
présentation géométrique du comportement des fonctions joue
un réle important. On peut sans risque dire qu’une approche
géométrique des propriétés des fonctions d’une variable com-
plexe non seulement sert & visualiser leurs propriétés analy-
tiques, mais conduit méme & toute une problématique par-
ticuliére & cette théorie. L’ensemble des problémes associés
aux propriétés géométriques des fonctions s’appelle la théo-
rie géométrique des fonctions. Comme dit plus haut, d’un
point de vue géométrique, une fonction d’une variable com-
plexe w = f(z) est un mapping du plan des z vers le plan
des wﬁ. Ce mapping peut étre spécifié par les deux fonctions
réelles, chacune de deux variables réelles,

u=u(z, y) (4)

Si nous voulons étudier le comportement d’'un mapping lisse
dans un petit voisinage d’un certain point (zg, o), nous pou-
vons développer ces deux fonctions en séries de Taylor et nous
limiter aux premiers termes de I'expansion

19. Une fonction d’une variable réelle était un mapping de la droite des
x vers la droite des y, et, comme ’avait montré Descartes, se prétait a une
représentation géométrique trés commode dans le plan (cf. vol 1, chap.
III). Maintenant la droite ou axe des z est remplacé par le plan des z, et
'axe des y par le plan des w. Etant donné que I’esprit humain ne voit pas
naturellement les constructions dans I’espace a 4 dimensions, nous allons
employer d’autres moyens pour « voir » ou investiguer géométriquement
les liens entre z et w = f(2).
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"= g = (g;)o(:p—xo)+ (?;)O(y—yo)+ G

v—vg = (gz>o($—xo)+ (gZ)O(y—yo)+

ou les dérivées partielles sont prises au point (zg, yo). Par
conséquent, dans le voisinage d’un point, un mapping lisse
quelconque peut étre regardé, en premiére approximation,

comme une transformation affine (voir vol. 1, chap. III, sec-
tion II1.11)

u —ug = a(x — x0) + b(y — Yo) (6)

v —wvo = c(x —x0) +d(y — yo)

@) @, o
(), ()

Considérons maintenant les propriétés du mapping effec-
tué par une fonction f analytique dans le voisinage d’un point
z = x + iy. Soit, dans le plan de la variable indépendante, une
ligne courbe lisse quelconque C partant du point z; il lui cor-
respond, dans le plan de la variable dépendante, une ligne
courbe T, partant du point w. Si 2z’ est un point proche de
z et w’ le point correspondant, alors quand 2z’ — z on aura
w — w et

ou

w —w

= f(2) (IX.34)

!/

AV

En particulier, il s’ensuit que

[w’ = w] = |f'(2)| (IX.35)

2" = 2]

On peut formuler en francgais ce fait comme ceci :
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La limite du ratio des longueurs des arcs de courbes, cor-
respondant 'un & I'autre dans le plan des w et dans le plan
des z, en un point donné z = x + iy et son image w, est le
méme quelle que soit la courbe issue de z (et son image is-
sue de w). Ou, comme V'on dit, le ratio des éléments linéaires
dans le plan w et le plan z, en un point donné, pour une
fonction analytique f donnée, ne dépend pas de la facon avec
laquelle on s’éloigne de z = x + iy dans le plan de la variable
indépendante.

La grandeur | f/(x)|, mesurant I’accroissement des éléments
linéaires, s’appelle le coefficient de dilatation effectuée par f
au point z.

Faisons ’hypothése, maintenant, qu’en un certain point z
la dérivée f'(z) # 0. Alors la grandeur f’(z) a un argument
bien défini, & la valeur 27n prés (cf. vol. 1, chap. IV, section
IV.3). Calculons-le a I'aide de la formule (1X.34)

w —w

arg = arg(w —w) — arg(z’ — 2)
z

2 —

Mais arg(w’ —w) est Pangle 5" que fait la corde ww’ avec I’axe
des réels du plan image, et arg(z’ — 2) est 'angle o que fait
la corde 22" avec I'axe des réels du plan des z.

<

prarargrifz)

Figure IX.14 : Etude du comportement d’une fonction analytique
prés d’un point z et une courbe lisse C' issue de z, dans le plan des
z = x + 1y, et leurs images dans le plan des w = u + iv.

Aux points z et w, si nous dénotons par « et 3 les angles des
tangentes aux courbes respectives C' et I' (figure I1X.14), alors


https://tinyurl.com/y3myspw9

336 Extrait de www.amazon.fr/dp/2957239116

quand 2’ — z
o —wa p =B

D’ot 'on déduit, en passant a la limite, que

argf'(z) = B — «a (IX.36)

Cette égalité montre que arg f’(2) est égal a 'angle ¢ dont il
faut faire tourner la direction de la tangente & la courbe C au
point z pour obtenir la direction de la tangente & la courbe I'
au point w. Pour cette raison, arg f’(z) est appelé la rotation
du mapping effectuée au point z.

A T'aide de la formule (IX.36), la lectrice et le lecteur dé-
montreront aisément les assertions suivantes.

Dans la transformation opérée par f du plan des z vers
le plan des w, les tangentes a toutes les courbes issues d’un
point z donné subissent une rotation du méme angle.

Si Cy et C9 sont deux courbes issues du point z, et I'7 et
I"y les courbes correspondantes issues de w, alors ’angle entre
I'1 et 'y au point w est le méme que celui entre Cq et Cy au
point z.

Ainsi, dans un mapping effectué par une fonction analy-
tique, en chaque point ou f'(z) # 0, tous les éléments linéaires
sont dilatés ou contractés avec le méme changement d’échelle,
et les angles entre les courbes, en leur point de croisement,
sont préserveés.

Les mappings ayant cette propriété sont appelés des map-
pings conformes ou des transformations conformes. (Dans le
contexte de ce chapitre, nous utilisons les deux termes « map-
ping » et « transformation » de maniére totalement syno-
nyme.)

Au vu des propriétés géométriques des mappings qu’on
vient de montrer, dans le voisinage des points oi f(29) # 0,
il est naturel de s’attendre & ce que dans une petite région
autour de zg le mapping soit biunivoque, c’est-a-dire qu’a
chaque point prés de zg corresponde un point et un seul prés
de wp (comme il se doit pour une fonction & valeur unique),
mais aussi, du c6té de 'image, que chaque point prés de wog
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soit 'image d’un et d’un seul point prés de zg. Autrement dit,
f est localement bijective. Cela peut en effet étre démontré
rigoureusement.

Afin de mieux comprendre en quoi les transformations
conformes se distinguent des autres sortes de transformations,
il est utile de considérer une transformation quelconque dans
un petit voisinage d’un point donné. Si nous regardons les
premiers termes des développements de Taylor respectifs des
fonctions réelles u et v, chacune dépendant des deux variables
réelles x et y, nous obtenons, comme on 1’a déja vu plus haut,

"= g = (gg)o(:ﬁ—xo)—k (gZ)O(y—yoH— . ®

v—1vy = (gi)o(:ﬁ—xo)-i- (g;))o(y—yo)‘l—

Dans un petit voisinage du point zg, yg oll nous pouvons
négliger les termes d’ordre supérieur, notre transformation
va se comporter comme une transformation affine. C’est une
transformation inversible si son déterminant est non nul

2= (), (@), (@), (@), 7

Si A = 0, alors afin de comprendre le comportement du map-
ping dans le voisinage du point zg, yg, il faut prendre en
compte des termes d’ordre supérieur. Le mapping n’est plus
méme localement affine (cf. vol. 1 chap. III, section III.11).

Dans le cas o w + iv est une fonction analytique, nous
pouvons utiliser les conditions de Cauchy-Riemann pour ex-
primer les dérivées partielles par rapport & y en termes des
dérivées partielles par rapport a x. Nous arrivons & 'expres-
sion intéressante suivante pour le déterminant :

A_al2+@2_@+'@
_8:60 3&:0_ 81:0283:0

Autrement dit, le déterminant est le carré du module de la
dérivée complexe, et donc le mapping est inversible quand

2

=|f'(z0)P?
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f'(z0) # 0. Si nous posons f/(z9) = r(cos ¢ + isin @), alors
ou v
(5:), = (), =ree
ou v )
(5),=~ (&), = rone

et le mapping, dans le voisinage du point (zg, o), a la forme

u—ug=r[(x—x9)cosp—(y—yo)sing |+ ... (9)
v—wvg=71](r—x0)sind+ (y —yo)cos¢ | + ...

Ces formules montrent que dans le cas d'une fonction analy-
tique w = u+iv le mapping dans le voisinage du point (xg, yo)
n’est autre qu’une rotation d’'un angle ¢ et une homothétie
d’un facteur r. En effet, les expressions entre crochets sont les
formules habituelles en géométrie analytique pour une rota-
tion dans le plan d'un angle ¢ (cf. vol. 1, chap.III, pp. 347-
348) et le nombre r en facteur devant crée une dilatation ou
contraction de cette échelle.

Pour aider & comprendre ce qui peut se passer dans le plan
image aux points ou f/(z) = 0, un éclairage est fourni par la
fonction

w=2z" (IX.37)

La dérivée de cette fonction est w’ = nz"~!. Elle prend la
valeur zéro pour z = 0. Ce mapping (IX.37) est mieux appré-
hendé en coordonnées polaires ou si I'on préfére a ’aide de la
forme trigonométrique des nombres complexes. Soit

z =r(cos ¢ +isin¢) (10)
w = p(cos @ +isinb)

Gardant a I’esprit, quand on multiplie des nombres complexes,
que les modules sont multipliés et les arguments additionnés,
nous obtenons

2" = r"(cosn¢ + isinne)
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et donc

p=r" (11)

Par la seconde formule, nous voyons que le rayon ¢ = const.
dans le plan des z va devenir le rayon 6 = n¢ = const. dans le
plan des w. Il s’ensuit qu’un angle a entre deux rayons dans
le plan de départ est transformé en un angle 8 = na dans le
plan image. Il s’ensuit aussi que le mapping 2" du plan z vers
le plan w n’est plus a valeur unique. En effet, un point donné
w, de module p et d’argument 6, peut étre obtenu comie

I'image des n points ayant tous le méme module r = /p,
mais la collection d’arguments
0 0 2m 0 2
p=— —+—, .., —+—(n—-1)
n'n n n n

En élevant & la puissance n, le module va devenir p, et 'ar-
gument deviendra l'un de ceux-ci

0, 0+2m, ..., 2w(n—1)

Et puisque 'addition d’un multiple de 27 & son argument
ne change pas la position géométrique d’un nombre complexe
dans le plan d’Argand — ou méme, plus simplement, ne change
pas le nombre complexe —, toutes les images dans le plan des
w vont coincider.

Transformations conformes. Si la fonction analytique
w = f(z) transforme, par un mapping biunivoque, le domaine
D du plan des z en le domaine A du plan des w, alors on dit
que c’est une transformation conforme de D en A.

Le role des transformations conformes dans la théorie des
fonctions complexes et ses applications découle du théoréme
trivial suivant.

Si ¢ = F(w) est une fonction analytique sur le domaine A,
alors la fonction composée F[f(z)] est une fonction analytique
sur le domaine D. Ce théoreme découle de I’égalité

AC AC Aw

Az Aw Az
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Ayant a Uesprit que les fonctions ¢ = F(w) et w = f(z)
sont analytiques, on en déduit que les deux facteurs du coté
droit ont des limites, et par conséquent, en chaque point du

domaine D, le ratio o a une limite bien définie % Cela

démontre I'analycité dezla fonction ¢ = F[f(2)].

Le théoréeme qu’on vient de prouver montre que 1’étude des
fonctions analytiques dans un domaine A peut étre ramenée
a I’étude des fonctions analytiques dans un domaine D. Si la
structure géométrique de la région D est plus simple que celle
de A, cela simplifie aussi ’étude de la fonction.

La classe la plus importante de domaines sur lesquels il
convient d’abord d’étudier les fonctions analytiques est la
classe des domaines dit simplement simplement connexes. Ce
sont les domaines dont la frontiére est d’un seul tenant (fi-
gure IX.15a), par opposition a ceux dont la frontiére est en
plusieurs morceaux (par exemple, figures IX.15b et 15¢)

Figure IX.15 : Domaines présentant différents types de connexité
entre leurs points.

Noter qu’il est parfois nécessaire d’étudier des fonctions dans
une région qui n’est pas a l'intérieur d’une frontiére, mais
a Pextérieur. Si la frontiére d’une telle région est d’un seul
tenant, la région est encore dite simplement connexe (figure

IX.15d).
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La théorie des transformations conformes est fondée sur
le remarquable théoréme suivant dt a Riemann.

Pour n’importe quelle région simplement connexe A, il
est possible de construire une fonction analytique qui envoie
de maniére conforme le disque de rayon 1 centré a lorigine
des coordonnées vers la région A, de telle sorte que le centre
du disque soit envoyé vers n’importe quel point wqg choisi a
lavance dans la région A, et un rayon arbitraire donné du
disque soit transformé en une courbe partant du point wy dans
une direction arbitraire. Ce théoréme montre que I’étude des
fonctions d’une variable complexe sur un domaine simplement
connexe arbitraire peut étre ramenée & I’étude des fonctions
définies, par exemple, sur le disque unité.

Voyons comment, d’'une maniére générale, ce que ’on vient
de dire peut étre appliqué & la théorie d’une aile d’avion.
Supposons que nous voulions étudier le flux d’air autour d’une
aile d’avion de profil donné.

Si nous pouvons trouver une transformation conforme qui
envoie la région du flux d’air externe au profil de l'aile vers
la région en dehors du disque, alors I’expression construite
précédemment pour la fonction caractéristique d’un flux au-
tour du disque unitaire pourra étre utilisée pour construire la
fonction caractéristique du flux autour de ’aile.

plan des z plan des &

Figure IX.16 : Transformation de I’étude du flux autour de laile
en I’étude d’un flux autour du disque unitaire.

Soit z les nombres complexes du plan du profil de l'aile,
¢ les nombres complexes du plan du disque, et ( = f(z) une
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fonction complexe effectuant une transformation conforme de
la région externe au profil de l'aile vers la région en dehors du
disque unitaire. Et on a choisi f telle que

lim ( = o0

Z—00
Dénotons par A le point a la pointe aval du profil de 'aile et
a le point correspondant sur le cercle. Et construisons autour
du disque un flux a circulation dont le point ou il quitte le
disque est a (figure IX.16). Nous allons dénoter la fonction
caractéristique de ce flux par W (() :

W()=®+i¥
Les lignes de courant de ce flux satisfont l’équation
¥ = const.

Regardons maintenant la fonction

et posons
w= ¢+

Démontrons que w(z) est la fonction caractéristique d’un
flux autour de l'aile d’avion, quittant ’aile au point A. Tout
d’abord, le flux déterminé par la fonction w(z) s’écoule-t-il
bien en enveloppant le profil de ’aile 7 Pour le prouver, il faut
montrer que le contour du profil est une ligne de courant,
c’est-a-dire que sur le contour de I’aile on a :

Y(x, y) = const.

Mais cela découle directement de ce que

Y(x, y) =V(C n)

et les points (z, y) sur le bord de Daile correspondent aux
points (¢, n) sur le cercle, et sur le cercle ces derniers satisfont
U(¢, n) = constante.
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On démontre aisément, de la méme maniére, que le point
A est celui ou le flux enveloppant 'aile la quitte. On peut
aussi montrer qu’avec un choix approprié de la vitesse du
flux incident rencontrant le cercle, il est possible d’obtenir un
flux incident rencontrant 1’aile d’avion ayant la vitesse qu’on
veut.

Le réle important des transformations conformes en théo-
rie des fonctions et ses applications vient du probléme de
trouver des transformations conformes d’un domaine vers un
autre pour des domaines de formes géométriques données.
Dans nombre de cas fort simples, mais fort utiles, ce probléme
peut étre résolu a 'aide de fonctions élémentaires d’une va-
riable complexe. Cependant, méme dans le cas général, on ne
peut pas se passer des fonctions élémentaires. Comme on ’a
dit plus haut, Riemann a énoncé un théoréme général fon-
damental de la théorie des transformations conformes. Mais
il n’en a pas donné de démonstration rigoureuse. Les efforts
de nombreux mathématiciens de premier plan pendant des
décennies furent nécessaires pour venir & bout de la preuve
compléte du théoréme de Riemann.

En lien étroit avec les différentes approches pour démon-
trer le théoréme de Riemann, des méthodes générales par ap-
proximation pour construire des transformations conformes
ont été développées. La construction effective d’une transfor-
mation conforme d’une région vers une autre est parfois une
tache tres difficile. Pour étudier un grand nombre des proprié-
tés générales d’une fonction, il n’est toutefois pas nécessaire
de connaitre complétement la transformation conforme d’une
région vers une autre; il suffit souvent de connaitre I'une ou
I’autre de ses propriétés géométriques. Cela a conduit & une
étude extensive des propriétés géométriques des transforma-
tions conformes. Afin de donner une idée de théorémes de ce
genre, voici la formulation de I'un d’entre eux.

Supposons que le disque de rayon 1 centré a ’origine dans
le plan des z soit envoyé vers une région A dans le plan des
w, et qu’a Porigine O dans z corresponde le point wg dans A
(cf. figure IX.17).
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Figure IX.17 : Région A, image par une transformation conforme
du disque de rayon 1 centré a ’origine dans le plan des z. Le cercle
représenté aussi sur la figure est le plus grand possible centré en
wq et entiérement contenu dans A. Son rayon est 7.

Si nous considérons un mapping quelconque du disque uni-
taire vers A, nous ne pouvons pas dire grand chose sur son
comportement au point z = 0. Mais pour les mappings confor-
mes, le fait remarquable suivant est vrai.

La dilatation effectuée par le mapping conforme a 1’ori-
gine du plan des z ne peut pas excéder quatre fois le rayon r
du disque le plus grand possible centré en wq et entiérement
contenu dans le domaine A du plan des w.

[f/(0)] < 4r

De nombreux travaux de mathématiciens soviétiques ont
été consacrés a diverses questions de la théorie des transfor-
mations conformes. Ils obtinrent des formules exactes expli-
cites pour beaucoup d’entre elles, investiguérent des méthodes
d’approximation numeérique des transformations, et démon-
trérent de nombreux théorémes géométriques généraux rela-
tifs aux transformations conformes.

Transformations quasiconformes. Les transformations
conformes sont étroitement liées & 1’étude des fonctions com-
plexes analytiques, ou a I’étude des paires de fonctions réelles
a deux variables satisfaisant les conditions de Cauchy-Riemann
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ou Ov

9~ oy (12)
ou_ o

oy Oz

Dans beaucoup de problémes de la physique mathématique,
on rencontre des classes plus générales de systémes d’équa-
tions différentielles, qui peuvent aussi étre associées avec des
mappings d’un plan vers un autre, qui ont certaines propriétés
géométriques dans le voisinage de chaque point du plan Oxy.
Pour clarifier cela, considérons I’exemple suivant de systéme
d’équations différentielles

ou_ o
oz~ P Vg,

(IX.38)
o

Si p(z, y) = 1, alors ce systéme se raméne au systéme de
Cauchy-Riemann. Dans le cas général d’une fonction p(z, y)
arbitraire, nous pouvons aussi interpréter chaque solution du
systéme (IX.38) comme un mapping du plan Ozy vers le plan
Owuw. Regardons les propriétés géométriques de notre mapping
dans le voisinage du point (zg, yo). Pour cela, faisant 'hy-
pothése que le voisinage du point (zg, yo) est suffisamment
petit, nous n’allons conserver que les premiers termes dans le
développement des fonctions u et v en © — xg et y — yo et
considérer le mapping comme affine

u—ug = <gz>0(m—xo)+ (gZ)O(y—yo)

v — v = <gz>0(m—xo)+ (g:)o(y—yo)

Si les fonctions u et v satisfont le systéme d’équations
(IX.38), alors cette transformation affine a la propriété sui-
vante.

(IX.39)
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Les ellipses centrées au point (zg, yo) dont les axes prin-
cipaux sont paralléles aux axes de coordonnées, avec le ratio
des demi-axes

b
e p(zo0, o)

sont envoyées, dans le plan Ouv, vers des cercles concentriques
autour de (ug, vg).

Démontrons-le. L’équation d’un cercle centré en (ug, vp)
dans le plan Ouwv est

(u—up)® + (v —vp)? = p?

Remplagant dans cette équation les quantités u — ug et v —
vg par leurs expressions en termes de x et y, nous obtenons
I’équation de la courbe correspondante dans le plan Ozy

@ 2_|_ @ ’ ( _ )2+
o /) or ), T

ou ou ov ov
2 - - - - — —
" [<8x>0<8y>0+<81‘>0 <8y>0} (@~ 20)ly ~ g0+
ou\? (81})2 9 o
<8y)o /o = =r
Utilisons maintenant les équations (IX.38) pour exprimer

les dérivées partielles de v en termes de celles de u. Nous
obtenons

()10 (3]

1 [ ou 2 2 ou 2 2 2
+3 <M>O+p (@)0] (Y —v0)" =p

_l’_

Et en posant
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I’équation se réécrit

(z — x0)* i (v — w0)* -1
a? b2
Nous avons ainsi montré que la courbe qui se transforme en
un cercle centré en (ug, vp) est bien une ellipse centrée en
(zo, yo) et dont les demi-axes sont dans le rapport p.

Si nous considérons non plus la transformation affine dé-
finie par les premiers termes de 'expansion de Taylor, mais
celle exacte, alors la propriété trouvée pour la transformation
sera d’autant plus précise que l’ellipse sera plus petite.

On peut dire que cette propriété est vraie pour des ellipses
infinitésimales.

Ainsi, les équations (IX.38) déterminent en chaque point
du plan des z une ellipse infinitésimale de ratio de demi-axes
et de directions donnés qui se transforme, dans le plan des
w, en un cercle infinitésimal. On peut montrer, réciproque-
ment, que cette propriété géométrique caractérise totalement
le systéme d’équations différentielles (IX.38), autrement dit,
si les fonctions u et v effectuent un mapping ayant cette pro-
priété géométrique, alors elles satisfont le systéme. Par consé-
quent, I’étude des solutions des systémes d’équations (IX.38)
est équivalente & 1’étude des mappings qui ont la propriété
qu’on vient de décrire.

Observons, en particulier, que pour les équations de Cau-
chy-Riemann cette propriété se reformule ainsi : un cercle
infinitésimal centré au point (zg, yo) est envoyé vers un cercle
infinitésimal centré au point (ug, vo).

Une vaste classe d’équations de la physique mathématique
se raménent & ’étude des mappings qui ont les propriétés
géométriques suivantes :

Pour chaque point (x, y) du plan des arguments sont spé-
cifiés les directions et le ratio des demi-axes de deux familles
d’ellipses. Il faut construire une transformation du plan Oxy
vers le plan Ouw telle que les ellipses infinitésimales de la pre-
miére famille dans le plan des arguments se transforment en
les ellipses infinitésimales de la seconde famille, centrées en
(u, v), dans le plan des images.
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La considération des transformations associées & de tels
systémes généraux d’équations a été introduite le mathéma-
ticien soviétique M. A. Lavrentiev.@ Ces mappings sont ap-
pelés quasiconformes. L’idée d’étudier les mappings définis
par des systémes d’équations différentielles permit d’étendre
les méthodes de la théorie des fonctions analytiques & une
vaste classe de problémes. M. A. Lavrentiev et ses étudiants
ont investigué les mappings quasiconformes. Leurs travaux
ont de nombreuses applications dans les problémes de la phy-
sique mathématiques, ainsi qu’en mécanique et en géométrie.
11 est intéressant de noter que I’étude des mappings quasicon-
formes s’est avérée, en retour, trés fructueuse pour la théorie
des fonctions analytiques elle-méme.

Nous ne pouvons bien sir pas présenter ici toutes les appli-
cations des méthodes géométriques dans la théorie des fonc-
tions d’une variable complexe.

IX.4 Intégrales curvilignes. Formule de Cauchy et ses
conséquences

Intégrales des fonctions d’une variable complexe.
Dans I’étude des propriétés des fonctions analytiques, le con-
cept d’intégrale d’une fonction d’une variable complexe joue
un roéle tres important. Une des extensions du concept d’inté-
grale définie d’une fonction d’une variable réelle est le concept
d’intégrale d’une fonction d’une variable complexe le long
d’une courbe dans le plan d’Argand (voir vol. 1, chap. II,
section 11.13 généralisation du concept d’intégrale).

20. Mikhail A. Lavrentiev (1900-1980) — I'un des éditeurs et auteurs
du présent ouvrage — était le directeur de thése de Mstislav V. Keldych
(1911-1978). M. V. Keldych fut élu & ’Académie des sciences d’'URSS
en 1946. Il la présida de 1961 a 1975. En 1946 aussi, M. V. Keldych fut
nommé 4 la téte du NII-I, un des organismes participant a la conception
de chasseurs bombardiers, de missiles et de fusées, qui sont globalement
a l'origine du programme spatial soviétique dirigé par Serguei P. Korolev
(1907-1966) et dans lequel Keldych joua un role majeur. Les responsa-
bilités et travaux concrets de ces scientifiques et de nombreux autres
aboutirent au lancement du satellite Spoutnik en 1957 et au premier vol
orbital habité de Youri Gagarine en 1961.
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Sur un arc de courbe, marquons une collection de points
le divisant en petits éléments (figure IX.18)

20y Rly +ov sy "p = Z

2,=2
Zy-1

Figure IX.18 : Construction de l'intégrale d’une fonction d’une va-
riable complexe le long d’un arc de courbe dans le plan complexe.

Et considérons la somme
n
S=>" flz) (2 — 2k-1)
k=1

Si la fonction f(z) est continue, et I'arc C' a une longueur
finie, alors, de maniére analogue a ce qu’on a fait pour les
fonctions réelles, on établit qu’a mesure que le nombre n de
points de division augmente et la longueur maximale entre
deux points adjacents diminue vers zéro, la somme S a une
limite bien définie. Cette limite s’appelle l’intégrale le long de
larc de courbe C, ou le long du « chemin » C| et est notée

/ f(2)dz
C

Noter, quand nous définissons l'intégrale, que nous choisis-
sons le point initial et le point final de l'arc de courbe C,
ou, dit autrement, nous choisissons une certaine direction de
progression le long de C.

11 est aisé de prouver toute une série de propriétés simples
de l'intégrale :
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1. L’intégrale de la somme de deux fonctions est égale a la
somme des intégrales de chacune d’elles

Ju@ + g2 o= [ 1)z [ gz
C

C C

2. Un facteur multiplicatif constant sous le signe somme
peut étre sorti

/Af(z)dz:A/f(z)dz
C C

3. Si l'arc C est la mise bout a bout de Cy et Cy

/ F(2)dz = / F(2)dz + / F(2)dz
C C1 Ca

4. Si C dénote le chemin C parcouru dans l'autre sens

/f(z)dz: —/f(z)dz
ol C

Toutes ces propriétés sont clairement vraies pour les som-
mes finies qui servent & construire les intégrales. Elles le res-
tent donc quand on passe & la limite du découpage de 'arc
de courbePl

5. Silarc C a la longueur L et sur cet arc la fonction est
bornée, c’est-a-dire que son module satisfait

[(F(2)] < M

21. On peut toujours intervertir une somme discréte finie et une inté-
grale. C’est quand on considére 'intégrale d’une somme discréte infinie
dénombrable que le probléme se pose, car alors on a affaire a deuzr opé-
rateurs limites différents en méme temps : un pour le découpage de C,
l’autre pour la somme dénombrable. Selon les cas, on peut inverser le
signe limn o0 ;1 fi €t [ ou pas. Il faut chaque fois regarder les circons-

c

tances. En particulier, si la convergence des sommes de f; est uniforme
sur C on peut (cf. vol.1, chap. II, section II1.14 sur les séries, p. 296).
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alors

C/ f(z)dz| < ML

Démontrons cette derniére propriété. Il suffit de prouver
Iinégalité pour n’importe quelle somme S portant sur un
nombre fini de termes, car alors elle restera forcément vraie
quand on passera a la limite avec un découpage de plus en
plus fin. Pour une somme S, servant a construire l'intégrale,
on a

11 = |32 ) = )| £ D21 Gl — z0)]| <
<MY |(zk — 2-1)]

Mais la somme en facteur dans cette derniére expression est
la longueur de la ligne brisée formée par les n segments entre
les points zg et z, inscrits sur 'arc de courbe C. Comme on
sait, cette longueur ne peut pas étre plus grande que celle de
larc de courbe (qui en est du reste la limite). Par conséquent

S| < ML

Regardons l'intégrale de la fonction la plus simple qui soit,
f(z) = 1. Manifestement dans ce cas

S=(z1—20)+(z2—21)+ ...+ (2n—2n-1) = 2n—20 = 2 — 20

/1'dz:z—z0

C

Cela montre que

Ce résultat — élémentaire mais important — établit que
pour la fonction d’une variable complexe f(z) = 1, la valeur
de l'intégrale reste la méme sur tous les arcs de courbe joi-
gnant les deux points donnés 2 et z. Autrement dit, la valeur
de l'intégrale de f(z) = 1 sur C ne dépend pas du chemin mais
seulement de ses deux extrémités.
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Cependant, il est facile de vérifier que cette propriété n’est
pas vraie pour n’importe quelle fonction d’une variable com-
plexe. Par exemple, si f(z) = x, c’est-a-dire la partie réelle
de z = x + iy, alors un simple calcul montre que

2 2
/:cdz = % +iyx, mais /:Udz = %

Cl C2

o C7 et Cy sont les deux chemins distincts montrés sur la
figure 1X.19.

e _
(Z+3y)

Gz

i

z

1/

Figure IX.19 : Deux chemins d’intégration différents de la fonction
f(z) = z entre les mémes points 0 et x+iy produisant deux valeurs
différentes de l'intégrale.

Nous laissons a la lectrice et au lecteur le soin d’établir
les égalités ci-dessus.

Le théoréme suivant di & Cauchy est un résultat remar-
quable de la théorie des fonctions analytiques :

Si f(z) est analytique en tous les points d’un domaine
simplement connexe D, alors les intégrales sur tous les che-
mins reliant deux points quelconques donnés zy et z dans le
domaine ont la méme valeur.

Nous n’allons pas donner ici la démonstration du théo-
réme de Cauchy. Nous renvoyons ceux intéressés & n’importe
quel manuel universitaire sur la théorie des fonctions d’une
variable complexe@ Nous allons présenter ici seulement les

22. La démonstration du théoréme de Cauchy est du méme niveau
mathématique que le présent chapitre. On pourra se reporter & ’ouvrage
classique de Walter Rudin, Analyse réelle et compleze, Dunod, 2009.
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conséquences les plus importantes de ce théoréme.

Tout d’abord, le théoréme de Cauchy permet d’introduire
la notion d’intégrale indéfinie d’une fonction analytique, quand
celle-ci I'est sur tout un domaine simplement connexe. En ef-
fet, fixons le point zy et regardons l'intégrale le long d’un
chemin allant de zg & z :

F(z) = / T F(Q)de

Etant donné que dans ce cas on peut effectuer l'intégrale le
long de n’importe quel chemin joignant zg & z sans changer
sa valeur, cette expression définit sans ambiguité une fonction
de la variable indépendante complexe z. La fonction F'(z) est
appelée Vintégrale indéfinie de f(z).

L’intégrale indéfinie de f(z) est différentiable sur tout le
domaine de définition de f, qui est aussi celui de l'intégrale
indéfinie, et sa dérivée est f(z).

Dans de nombreuses applications, une formulation légére-
ment différente, équivalente, du théoréme de Cauchy est plus
commode.

Soit f(z) une fonction différentiable, ou si 'on préfére ana-
lytique, en tous les points d’'un domaine simplement connexe,
alors son intégrale le long de n’importe quelle boucle fermée
I", entiérement contenue dans le domaine, a pour valeur zéro :

F/f(z)dz =0

On le voit tout de suite, puisqu’'une boucle fermée revient a
son point de départ et donc zy et z peuvent aussi étre reliés
par un chemin de longueur nulle.

Dans la suite, par un contour fermé nous entendrons une
boucle I' parcourue dans le sens contraire des aiguilles d’une
montre, appelé aussi « sens positif ». Quand nous voudrons
parler de la boucle parcourue dans le sens des aiguilles d’une
montre, nous écrirons I.
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Intégrale de Cauchy. Ce qui vient d’étre dit nous per-
met d’établir la trés importante formule de Cauchy. Considé-
rons une fonction f(z) différentiable en tous les points d'un
domaine ouvert simplement connexe D. Dans ce domaine,
considérons une boucle fermée C. Alors on peut donner une
expression de la valeur que prend la fonction f en chaque
point z & l'intérieur de C' & I'aide de ses valeurs sur la boucle

C elle-méme :
1 1 f©Q
1) = 5 [ £ a6
c

Donnons la démonstration de cette formule. Soit une va-
leur fixe de la variable indépendante z, & U'intérieur de C', et
¢ une autre variable indépendante, qui va servir de variable
muette d’intégration. La fonction de ¢ sous le signe somme

f(©)

Q) =72

est continue et différentiable en chaque point ¢ a 'intérieur du
domaine D, sauf au point { = z, ot le dénominateur s’annule.
Pour cette raison nous ne pouvons pas appliquer le théoréme
de Cauchy a la fonction ¢(¢) sur le contour C.

Considérons le cercle K, centré au point z, de rayon p, et
montrons tout d’abord que

/ 6(C) d¢ = / 6(C) d¢ (IX.40)
C K,

Pour cela, construisons un contour fermé auxiliaire I' ), consis-
tant en le contour C, le cercle ?p, parcouru dans le sens op-
posé et un petit segment ~y, parcouru dans un sens puis dans
I’autre joignant les deux courbes comme montré sur la figure
IX.20. Le contour I', est montré avec les fleches. Puisque le
point ¢ = z est a I'extérieur du contour I',, celui-ci et son in-
térieur sont entiérement contenus dans une partie du domaine
D on la fonction ¢(¢) est partout différentiable.
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Figure IX.20 : Contour auxiliaire, sur lequel on peut appliquer le
théoréme de Cauchy, afin de démontrer la formule de Cauchy.

Par conséquent, en vertu du théoréme de Cauchy,

[ oty ac o (1X.41)

Mais le contour T, est formé des quatre parties : C, 7,, K,
et 7,. D’apreés la 3° des propriéteés listées page 350 on peut
décomposer l'intégrale sur I', en quatre intégrales

[otc = [orac+ [owract [ a(c+ [o(ac=o
r, C Vo K, Yo

Remplacant les intégrales sur Fp et 7, par celles sur K, et 7,,
en changeant leur signe d’aprés la 4° propriété, nous obtenons

Jotrac= [ o) dc- [ ac=o

ce qui démontre la formule (1X.40).
Maintenant calculons la valeur de l’expression du coté
droit dans la formule (I1X.40). Posons

Jonem [ = [ R Bus [ 2

Q) - flz d¢
/ s dC+f() = (IX.42)

Ky
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Regardons pour commencer le second terme. Sur le cercle K,
(=2z+p (cosf +isinbh)
Gardant & 'esprit que z et p sont constants, nous obtenons
d¢ = p (—sinf +icosf) df = ip (cosf + isinf) df

et, en outre,
(—z=p(cosf+isinh)

[ [ran=an

K, K,

par conséquent

puisque I'intégrale de df sur un tour complet donne 27. Nous
fondant sur (1X.40) et (1X.42) nous avons donc

Q) g pirm o [FO=1C)
C/HdC_Q f()+K/ =0 g

Nous allons maintenant passer 4 la limite en faisant tendre
p vers 0. Le terme du coté gauche et le premier terme du coté
droit restent inchangés car ils ne dépendent pas de p. Il nous
reste & montrer que la limite du second terme & droite est
égale a zéro. Alors quand p — 0 notre égalité va devenir la
formule de Cauchy.

Pour montrer que le second terme & droite tend vers zéro
quand p — 0, notons que

i £O = 1)

lim £ < (0

c’est-a-dire que sous le signe somme l'intégrande a une limite
finie et par conséquent est borné. Dés que p est suffisamment
petit, on peut écrire que pour tout ¢

LGERCIpoY
(—z
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Alors, d’aprés la 5° propriété listée précédemment p. 350,
Iintégrale satisfait

/W d¢ | < M27p—0
Ky

¢

Cela achéve la démonstration de la formule de Cauchy. Cette
formule est I'un des principaux outils d’investigation dans la
théorie des fonctions d’une variable complexe.

Expansion en séries entiéres des fonctions différen-
tiables. Mettons & profit la formule de Cauchy pour établir
deux propriétés fondamentales des fonctions différentiables
d’une variable complexe.

Toute fonction d’une variable complexe qui a une dérivée
premiére dans un domaine D] y a des dérivées de tous les
ordres.

En effet, & 'intérieur d’un contour fermé, notre fonction
est exprimée par l'intégrale de Cauchy

1) =g [ 2
C

Sous le signe somme, il y a une fonction différentiable de z;
par conséquent, en différentiant sous le signe somme — qui ici
se justifie — nous obtenons :

R f(©)
f(z)_QWC/(C—Z)QdC

A nouveau, sous le signe somme, il y a une fonction diffé-
rentiable de z; par conséquent, en différentiant sous le signe
somine, nous obtenons :

23. Quand on ne précise pas, on parle d'un domaine ouvert, générale-
ment simplement connexe, mais ici ce n’est pas nécessaire. Et la propriété
dont on parle est pour tous les points du domaine. Un domaine ouvert
a la propriété topologique suivante : quand on est en un point zo du
domaine, il y a toujours un disque de rayon non nul autour de zo qui est
entiérement dans le domaine.


https://tinyurl.com/y3myspw9

358 Extrait de www.amazon.fr/dp/2957239116

" 1-2
6= | (cf—(ci)?’ a
C

En continuant & différentier, nous obtenons la formule géné-
rale : | )
(n) _n o J) d
6 =g | (R
C

Ainsi nous pouvons calculer une dérivée de n’importe quel
ordre. Pour rendre la preuve totalement rigoureuse, il fau-
drait aussi montrer que le transfert de la différentiation de
I'extérieur a l'intérieur du signe somme est 1égitime dans le
contexte ol nous ’avons effectué. Nous n’allons pas consacrer
de temps a cette preuve que le lecteur et la lectrice trouveront
dans n’importe quel manuel élémentaire d’analyse.

La deuxiéme propriété fondamentale est la suivante :

Si la fonction d’une variable complexe f(z) est partout
différentiable sur un disque K centré au point a, alors f(z)
peut étre développée en la série entiere de Taylor
f'(a) /" (a)

T (z—a)+ .. +T(z—a)”+1+

f(z) = f(a) +

convergente sur le disque K.

Dans la section IX.1, nous avons défini les fonctions ana-
lytiques d’une variable complexe comme les fonctions d’une
variable complexe qu’on peut développer en série entiére. Le
théoréme ci-dessus énonce que toute fonction d’une variable
complexe qui est différentiable est analytique. C’est une pro-
priété spéciale des fonctions d’une variable complexe qui n’a
pas d’analogue dans le domaine réelP?} Une fonction d’une

24. Autrement dit, la propriété d’étre différentiable pour une fonction
d’une variable complexe est une propriété beaucoup plus forte que dans
le domaine réel. On a vu qu’elle est équivalente a la satisfaction des
conditions de Cauchy-Riemann. Si la dérivée est non nulle, cela impose
a la fonction d’une variable complexe non seulement d’étre géomeétri-
quement trés lisse, mais aussi de se comporter localement comme une
rotation et homothétie du plan complexe vers le plan complexe. Cela
découle directement de ’examen de son développement de Taylor.
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variable réelle qui a une dérivée premiére peut n’avoir nulle
part de dérivée seconde.

Démontrons le second théoréme ci-dessus.

Soit une fonction f(z) ayant une dérivée en tout point a
I'intérieur et sur la frontiére d’un disque K centré au point
a. Alors pour tout point z a U'intérieur de K la fonction f(z)
peut s’exprimer 3 I'aide de l'intégrale de Cauchy sur le cercle
C délimitant K

f(z) = % / g(_(l d¢ (IX.43)
C

Ecrivons ¢ — z sous la forme

(—2=(C—a)—(z—a)
alors

1 1 1 1
= = . po— (IX.44)
(—z C-a-(-0 (-a 1-£
Gardant a I'esprit que le point z est a l'intérieur du disque,
et la variable d’intégration ¢ sur le cercle qui le délimite, on
a 'inégalité

z—a
(—a
Dongc, en utilisant la formule de la progression géométrique
valable quand 'argument a un module plus petit que 1, on a

1 zZ—a z—a\"
e () (2 e

La série du coté droit converge. En utilisant (IX.44) et (1X.45)
on peut écrire la formule (IX.43) sous la forme

O IO
f(z)—%i/LZ—F( S+

<1

(ST

C+ (- Q>HW
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Nous allons maintenant effectuer 'intégration terme & terme
sur la série entre crochets. La légalité de cette opération d’in-
version de la limite des sommes partielles d'une série (car
c’est ainsi qu’est définie une série) et d’une intégrale (qui est
elle aussi, on se rappelle, définie comme une limite) peut étre
justifiée rigoureusement. Alors, dans la série d’intégrales ob-
tenues, en sortant les mondmes en z — a qui ne dépendent pas
de (¢ de sous les signes sommes, on arrive a

1 d z—a d
1) = g [T 4 it [0
C

2mi ¢—a)

z—a)” f(O)d¢
RRCE I

21

Utilisons maintenant ’expression intégrale obtenue pour
la dérivée n-iéme de f (en haut de la page 358, deuxiéme for-
mule). Cela permet d’exprimer le facteur multipliant le mo-
néome (z — a)" dans la série entiére sous la forme

1 F(Qd¢ fM(a)

omi | (C—a)"tl —  pl
C

On arrive finalement &

1) = 1@+ LD —ay e L e

Nous avons démontré que les fonctions d’une variable com-
plexe, quand elles sont différentiables, sont développables en
série entiére. Réciproquement, les fonctions représentables en
série entiére sont différentiables. Leurs dérivées peuvent étre
obtenues en différentiant terme a terme leurs séries (la validité
de cette opération peut étre justifiée rigoureusement).

Terminologie : une fonction analytique sur tout un do-
maine ouvert est dite holomorphe sur ce domaine. Dans ce
chapitre nous n’utilisons pas ce vocable, nous contentant de
parler de fonctions analytiques, c’est-a-dire développables en
série entiére, et donc aussi différentiables.
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Fonctions entiéres. Une série entiére d’argument z — a
donne une représentation analytique d’une fonction seulement
sur un certain disque centré en a. Ce disque a un rayon égal
4 la distance de a au point le plus proche ou la fonction perd
son analycité — un point ou la fonction a une singularité.

Parmi les fonctions analytiques, on distingue naturelle-
ment la classe de celles qui sont analytiques pour toutes les
valeurs finies de ’argument. Ce sont les fonctions représen-
tables en une série entiére convergeant pour toutes les valeurs
de z. On les appelle les fonctions entiéres de z. Si nous regar-
dons I'expansion autour de l'origine, alors la fonction entiére
sera exprimée par une série de la forme

G(Z):CO+012+6222+ e Fep2™+

Si dans cette série tous les coefficients, & partir d'un certain
rang, n’annulent, alors la fonction est juste un polynéme ou
ce qu’on appelle aussi une fonction entiére rationnelle.

Piz)=cy+ciz+ ... +cp2"

Si, par contre, il y a une infinité de coefficients non nuls dans
I’expansion, alors la fonction entiére est dite transcendante.
Voici des exemples de ces derniéres

2

14
e—1+1!+2!+... (13)

3 5

. z 22z
sz:ﬂ_i—i_g_ (14)

_ 22 2t

Cos z = —E—FE—...

Quand on travaille avec des polynémes, une question fréquem-
ment importante est de savoir ou se trouvent les racines de
I’équation

P(z)=0
Plus généralement, on peut aussi se poser la question de savoir
ou le polynéme prend une valeur donnée A

P(z)=A
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Le théoréme fondamental de ’algébre supérieure énonce
que n’importe quel polynéme a coefficients réels ou complexes
prend une valeur quelconque A donnée en au moins un point
du plan complexe (cf. vol. 1, chap. IV, section IV.3). Cette
propriété n’est plus vraie pour une fonction entiére quelconque.
Par exemple la fonction exponentielle w = e* ne prend nulle
part la valeur zéro quand la variable indépendante z parcourt
le plan complexe. Toutefois le théoréme suivant dii & Picard@
est vrai : toute fonction entiére prend n’importe quelle valeur
arbitraire donnée un nombre infini de fois, sauf au maximum
une valeur donnée.

La question du lieu des points dans le plan ot une fonc-
tion entiére prend une valeur A donnée est I'une des questions
centrales de la théorie des fonctions entiéres. Une autre ques-
tion est le comportement de la fonction quand |z| — oo. Pour
I’aborder commencons par examiner les polynémes.

Le nombre de racines d’un polynoéme est égal & son degré.
FEt le degré d’un polynéme est étroitement lié au taux de
croissance de |P(z)| quand |z| — co. En effet, on peut écrire
Ly .+ 2

ZTL

Qp—
P = el an +

Puisqu’a droite le second facteur tend vers |a,| quand z — oo,
un polynéme de degré n, pour les grandes valeurs de l'argu-
ment@ se comporte comme son monéme de plus haut de-
gré a,z". Ainsi on voit que plus le degré n d’'un polynéme
est élevé, d’une part plus rapide est la croissance de | P, (z)|
quand |z| — oo, et d’autre part plus le polynome a de racines.

Il se trouve qu’un phénomeéne comparable s’observe pour
les fonctions entiéres (c’est-a-dire — on le rappelle — analy-
tiques sur tout le plan complexe). Evidemment, pour une
fonction entiére f(z), généralement parlant, le nombre de ra-
cines est infini, par conséquent la question de leur nombre n’a

25. Emile Picard (1856-1941), mathématicien francais spécialiste de
I’analyse avec des fonctions a variables complexes.

26. Quand on parle d’'un « grand nombre complexe », on veut natu-
rellement dire « en module », puisqu’il n’y a pas d’ordre au sein de C,
ou si 'on préfére dans le plan, comme il y a en un au sein de R.
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pas de sens. Néanmoins on peut considérer le nombre n(r, a)
de racines de I’équation

fz)=a

contenues dans le disque de rayon r, car ce nombre est fini
(globalement sur tout le plan il est au plus dénombrable). Et
on peut étudier comment il varie quand r augmente.

Le taux de croissance de n(r, a) s’avére étre lié au taux de
croissance de la fonction M (r) définie comme le maximum du
module de la fonction entiére sur le disque de rayon r. On ’a
déja mentionné, pour une fonction entiére il peut exister une
valeur exceptionnelle a pour laquelle 'équation f(z) = a n’a
aucune solution. Pour toutes les autres valeurs de a le taux
de croissance du nombre n(r, a) est comparable au taux de
croissance de M (r). Nous n’avons pas la possibilité de donner
ici plus de détails sur ces phénoménes.

Les propriétés de la distribution des racines d’une fonc-
tion entiére sont liées & des questions en théorie des nombres.
L’étude de cette distribution a permis en particulier d’établir
un grand nombre de propriétés importantes de la célébre fonc-
tion zéta de Riemann, dénotée ((s) (cf. chapitre X consacré
a la théorie des nombres). Et les propriétés de cette fonction
zéta sont & la base de la démonstration de nombreux théo-
rémes sur les nombres premiers.

Fonctions fractionnaires ou méromorphes. La classe
des fonctions entiéres peut étre vue comme une extension na-
turelle de la classe des fonctions polynomiales, appelées encore
polyndémes algébriques. Par ailleurs, & partir des polyndémes
algébriques, on construit la classe des fonctions appelées frac-
tions rationnelles
P(z)

Q(2)
formées en prenant le ratio de deux polynoémes.

Alors en prenant le ratio de deux fonctions entiéres au
lieu de celui de deux polyndémes on crée de maniére naturelle
une nouvelle classe de fonctions. Soit Gi(z) et Ga(z) deux

R(z) =
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fonctions entiéres, la fonction f(z) définie par

_ Gl(Z)

f(Z) - GQ(Z)

est appelée une fonction fractionnaire ou mémmorphem La
classe des fonctions obtenues de cette maniére joue un roéle
important en analyse mathématique. Au sein des fonctions
élémentaires d'une variable complexe se trouvent des fonc-
tions méromorphes, par exemple

sin z Ccos 2
tanz = , cotz=
Cos z

sin z

Les fonctions méromorphes ne sont plus analytiques sur
Pensemble du plan complexe. La ot le dénominateur Gao(z)
s’annule, la fonction f(z) devient infinie. Les racines de Ga(z)
forment une collection de points isolés dans le plan. En ces
points, la fonction f(z), naturellement, n’a pas de développe-
ment de Taylor. Cependant, en un point a ot le dénominateur
s’annule, la fonction méromorphe a un développement en « sé-
rie entiére » comprenant aussi quelques puissances négatives
de argument (z — a) :

C_nm C_
flz)=—/" 4+ .+ =L 4o+
(z—a)m z—a
+Ci(z—a)+ ... +Ch(z—a)"+ ... (IX.46)

A mesure que z s’approche de a, la valeur de f(z) s’ac-
croit sans limite. Un point isolé ol une fonction analytique

27. En mathématiques, chaque fois qu’on crée un nouvel objet en ap-
pliquant deux opérateurs I'un aprés 'autre, se pose la question de ce que
donnerait ’application des opérateurs dans 'ordre inverse. Par exemple
dans ce chapitre on a souvent inversé 'ordre d’une intégration et du
calcul de la limite des sommes partielles d'une série, et utilisé le fait
que dans des conditions trés générales ¢a donnait la méme chose. On a
fait de méme avec la différentiation et la limite des sommes partielles
d’une série. Pour ce qui est des fonctions méromorphes, la construction
consiste & passer dans l'ordre 1) des polynémes aux séries entiéres, puis
2) d’expressions simples a ratio d’expressions. En physique quantique,
l'ordre des opérateurs joue aussi un role fondamental.
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tend vers l'infini s’appelle un point singulier ou une singula-
rité ou encore un pdle de la fonction. La perte d’analycité de
la fonction au point a est due & la présence de termes avec
des puissances négatives de z — a dans l'expression (1X.46).
I’expression

Cm &
(z—a)™ 7 z-a

détermine le comportement de la fonction méromorphe dans
le voisinage de son poéle a, Elle porte le nom de partie prin-
cipale de U'expansion (IX.46) au pole a. Une fonction méro-
morphe a une collection de poéles, qui est soit finie soit dé-
nombrable. La fonction a une expansion de la forme (IX.46)
en chacun de ses pdles, et son comportement dans leurs voisi-
nages est déterminé par ses parties principales respectives.
Dans de nombreux cas, si on connait la partie principale
de la fonction méromorphe en chacun de ses pdles, on peut
construire une expression explicite de la fonction.

Cas des fractions rationnelles. Par exemple, si la fonction
f(2) est une fraction rationnelle@ et tend vers zéro quand z
tend vers l'infini, alors elle est égale & la somme des parties
principales de son expansion prés de chacun de ses poles —
dont le nombre est bien str fini pour les fractions rationnelles :

c® o)
= T T™ME -1

Dans le cas général d'une fraction rationnelle (i.e. si elle ne
tend pas nécessairement vers zéro quand z tend vers U'infini),
elle peut étre représentée par la somme de toutes ses parties
principales plus un certain polynéme

C(kr) C(kl)
= "Mk - m
f(z) = (Ek) [(z o Tt +Co+C124..4Cpy 2

(IX.47)

28. C’est-a-dire, si elle est le ratio de deux fonctions entiéres ration-
nelles, ou si 'on préfére de deux polynomes algébriques.
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La formule (IX.47) donne, pour une fraction rationnelle,
une expression dans la construction de laquelle apparait clai-
rement le réle joué par les points singuliers de la fonction.
L’expression (IX.47) pour une fraction rationnelle est tres
commode dans les nombreuses applications ou elles inter-
viennent. Cette expression présente aussi un grand intérét
pour révéler comment les singularités d’une fonction déter-
minent ’ensemble de sa structure.

Cas général des fonctions méromorphes. Il se trouve que,
de maniére analogue a ce qui se passe pour les fractions ra-
tionnelles, n’importe quelle fonction méromorphe peut étre
construite a 'aide des parties principales de ses poles. Nous
donnons ’expression analogue, & titre d’exemple sans démons-
tration, pour la fonction cot z. Les pdéles de la fonction cot z
sont les racines de 1’équation

sinz =0
Ce sont les nombres complexes suivants, qui ont tous une
partie imaginaire nulle,
oy —km, o, —m, 0, m, ., kW,
On peut montrer que la partie principale de 'expansion de la
fonction cot z en « série entiére » au pole z = k7 est

1
z—km

et que la fonction cot z est égale & la somme de ses parties
principales respectives en chaque péle

o0

1 1 1
tz =— IX.48
cotz = —+ ; L + ( )

—km z4+km

L’expansion d’une fonction méromorphe en une série de
parties principales est remarquable en ceci que d’une part les
points singuliers de la fonction sont exprimés explicitement
dans la série et que d’autre part cette représentation analy-
tique permet de calculer la fonction sur ’ensemble du domaine
ou elle est définie.
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La théorie des fonctions méromorphes a fourni le socle
pour I'étude de nombreuses classes de fonctions trés impor-
tantes en analyse. Il faut souligner son réle primordial dans la
théorie des équations de la physique mathématique. La créa-
tion de la théorie des équations intégrales, qui a permis de
répondre & plusieurs questions centrales dans la théorie des
équations de la physique mathématique, s’est largement ap-
puyée sur les résultats les plus importants de la théorie des
fonctions méromorphes.

Depuis lors, un chapitre important de "analyse fonction-
nelle a aussi été développé, qui est étroitement lié & la phy-
sique mathématique — la théorie des opérateurs. Et il s’appuie
lui-méme souvent sur des résultats de la théorie des fonctions
analytiques.

Sur la représentation analytique des fonctions. Nous
avons vu plus haut que dans le voisinage de n’importe quel
point a ol la fonction est définie et différentiable, elle peut
étre représentée a ’aide d'une série entiére en z — a (c’est-
a-dire une série de puissances de z — a), et celle-ci est aussi
sa série de Taylor en a. Pour une fonction entiére, la série de
puissances converge pour toutes les valeurs de z dans le plan
complexe et donne une expression analytique pour la fonction
partout. Dans le cas oul la fonction n’est pas entiére, la série de
Taylor en z—a, comme nous le savons, converge seulement sur
un certain disque autour de a, et le cercle qui délimite sa fron-
tiére passe par le point singulier de la fonction le plus proche
de a. Ainsi, la série de puissances ne permet pas de calculer la
fonction partout ou elle est définie, et donc la fonction analy-
tique ne peut pas étre spécifiée sur ’ensemble de son domaine
de définition par une seule et méme série entiére. Pour une
fonction méromorphe, une expression analytique de la fonc-
tion sur ’ensemble de son domaine de définition est donnée
par une expansion avec une partie principale.

Si la fonction n’est pas entiére, mais est définie sur un cer-
tain disque, ou bien si nous avons une fonction définie sur un
certain domaine, mais ne voulons l’étudier que sur un certain


https://tinyurl.com/y3myspw9

368 Extrait de www.amazon.fr/dp/2957239116

disque, alors sa série de Taylor peut servir pour la représen-
ter. Mais dans le cas ou nous étudions une fonction sur un
domaine d’une autre forme qu’un disque, la question se pose
de trouver une expression analytique pour la fonction, qui
convienne pour la représenter sur tout le domaine. Une série
entiére, qui donne une expression pour une fonction analy-
tique sur un disque, est construite & 'aide des polyndémes les
plus simples, de la forme a,z™ ou a,(z — a)™. Une question
naturelle qui se pose est de savoir s’il est possible de dévelop-
per une fonction analytique en une série de polynémes sur un
domaine quelconque. Alors chaque terme de la série pourra
de nouveau étre calculé par des opérations arithmétiques élé-
mentaires, et nous aurons encore un outil trés simple pour
représenter la fonction. La réponse générale & ce probléme est
donnée par le théoréme suivant :

Une fonction analytique, donnée sur un domaine quel-
conque, dont la frontiére consiste en une courbe d’un seul
tenant, peut étre développée en une série de polyndémes

f(z)=Py(2)+ Pi(z)+ ... +Pu(2)+

Ce théoreme donne seulement une réponse générale a la
question de la possibilité de développer une fonction sur un
domaine de forme arbitraire en une série de polynémes. Il ne
donne toutefois pas de moyen pratique pour construire une
telle série pour une fonction donnée, comme c’était le cas pour
une série de Taylor. Autrement dit, il pose autant de questions
qu’il n’apporte de réponses. Les questions sur la construction
d’une série de polynoémes pour une fonction donnée ou sur
certaines de ses propriétés, les questions sur la construction
de la série convergeant le plus rapidement possible et sur les
séries étroitement liées & la nature et au comportement de la
fonction elle-méme, les questions sur la structure de la fonc-
tion représentée pour une série donnée de polynémes, toutes
appartiennent a la vaste théorie de 'approximation des fonc-
tions par des séries de polynémes. Les mathématiciens sovié-
tiques ont pris une part importante dans son élaboration et
ont obtenu un grand nombre de résultats fondamentaux.
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[X.5 Propriété d’unicité et prolongement analytique

La propriété d’unicité des fonctions analytiques.
L’une des propriétés les plus remarquables des fonctions ana-
lytiques est celle de leur unicité. Par ce terme nous entendons
cecl

Si, sur un domaine D ot elles sont définies, deux fonc-
tions analytiques coincident sur une certaine courbe située a
Uintérieur du domaine, alors elles coincident sur ’ensemble
du domaine.

La démonstration de ce théoréme est trés simple. Soit
fi(2) et fa(z) deux fonctions analytiques sur le domaine D,
coincidant sur toute une courbe C. La différence

P(2) = f1(2) — fa(2)

sera aussi une fonction analytique sur D, prenant la valeur
zéro sur la ligne courbe C. Montrons que ¢(z) = 0 en n'im-
porte quel point du domaine D. En effet, si dans le domaine
D existe un point zg (figure IX.21) ou ¢(z9) # 0, alors pro-
longeons la ligne C' jusqu’au point zg, et voyons comment une
chaine de raisonnements va nous conduire a une contradic-
tion.

Figure IX.21 : Démonstration du théoréme d’unicité.

Parcourons la ligne I obtenue, dans la direction du point zo,
jusqu’au dernier point oll ¢ est encore égal & zéro sur cette
ligne. Dénotons ce point par la lettre (. Puisque ¢(z9) # 0,
on sait que ( # zg. Et sur un certain segment de la ligne T,
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aprés le point ¢ (c.-a-d. entre ( et zp), par la définition de ce
point ¢, la fonction ¢(z) ne sera pas nulle. Montrons pourquoi
c’est impossible. En effet, sur la partie I'¢ de la ligne courbe T’
jusqu’au point ¢, nous avons ¢(z) = 0. Nous pouvons calculer
toutes les dérivées de la fonction ¢(z) en nous déplacant sur
I'¢. On voit donc que ¢(z) et toutes les dérivées sont égales a
zéro sur cette partie de I'. En particulier au point ¢

$Q)=¢ ()= .. =¢M ()= .. =0

Utilisons maintenant le développement de Taylor de la
fonction ¢ au point (. Tous les coefficients sont nuls, donc

¢(2) =0

sur un certain disque, entiérement situé dans D et centré
au point (. Cela implique que 'égalité ¢(z) = 0 continue
a étre vraie sur un segment de la courbe I' au-dela du point
¢. Or c’est impossible étant donné la fagon dont on a défini (.
Ainsi 'hypothése que ¢(29) # 0 conduit a contradiction. Nous
avons établi I'unicité avec ce qu’on appelle une démonstration
par I'absurde.

Avant de poursuivre, le lecteur et la lectrice sont invités
a se figurer par eux-mémes pourquoi on ne peut pas tenir le
meéme raisonnement dans R. Autrement dit, contrairement a
ce qu’on vient de voir dans C, on peut tout a fait avoir deux
fonctions fi(x) et fa(z), définies et infiniment différentiables
sur un segment D, coincidant sur tout un sous segment, mais
qui ne soient pas identiques sur D.

Le théoréme qu’on vient de prouver sur les fonctions ana-
lytiques dans le plan complexe montre que si les valeurs prises
par une fonction analytique sont connues sur un certain seg-
ment de courbe ou sur une certaine région ouverte de son
domaine, alors cela détermine de maniére unique les valeurs
prises par la fonction dans tout le domaine de définition. Au-
trement dit, les valeurs prises par une fonction analytique en
différentes régions du plan de l'argument z sont étroitement
liées entre elles.
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Pour comprendre I'importance de la propriété d’unicité
d’une fonction analytique, il faut se rappeler que la défini-
tion générale d’une fonction d’une variable complexe autorise
n’importe quelle loi de correspondance entre les valeurs de la
variable indépendante z et celles de la variable dépendante
w. Avec cette définition générale, il n’est naturellement pas
question que les valeurs de la fonction & certains endroits dé-
terminent ses valeurs & d’autres endroits. Nous voyons donc
que la simple exigence de différentiabilité — telle que nous
I’avons définie — pour une fonction d’une variable complexe
s’avére étre une condition trés forte; en particulier elle im-
plique que la connaissance des valeurs que prend la fonction
en certains endroits déterminent celles qu’elle prend ailleurs.

Soulignons que dans le domaine des fonctions d’une va-
riable réelle, la différentiabilité d’une fonction n’entraine pas
des conséquences comparables. En effet, il possible de cons-
truire des exemples de fonctions, différentiables autant de fois
qu’on veut, coincidant sur un intervalle de 'axe Ox et cepen-
dant différentes 'une de 'autre en d’autres points de leur
domaine de définition. Par exemple, une fonction peut étre
définie comme valant zéro pour les valeurs négatives de x et
avoir des valeurs non nulles du coté des réels positifs, et avoir
une dérivée continue d’un ordre quelconque en tous les points
de R. 1l suffit de prendre, par exemple, la fonction qui pour
x < 0 est égale & zéro et pour x > 0 est définie par

1

fa)=e

Prolongement analytique et fonctions analytiques
complétes. Souvent quand on a défini une fonction d’une
variable complexe, son domaine de définition est limité par
la fagon méme dont on ’a définie. Prenons un exemple trés
simple. Soit la fonction définie par la série

fR)=142z+224+ .. +2"+ .. (IX.49)

Cette série, comme 'on sait, converge sur le disque unité
ouvert centré a 'origine et diverge en dehors. Donc, la fonc-
tion analytique donnée par la formule (IX.49) n’est définie
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que sur ce disque. D’un autre co6té, nous savons que la somme
de la série (IX.49) sur le disque |z| < 1 est exprimée par
1
C1-z

£(2) (IX.50)

Cette formule (IX.50) a aussi un sens en dehors du disque
tant que z # 1. Nous fondant sur le théoréme d’unicité, nous
savons que l'expression (IX.50) est la seule fonction analytique
qui coincide avec la somme de la série (IX.49) sur le disque
|z| < 1. Ainsi nous pouvons « prolonger » la fonction, définie
au départ seulement sur le disque unité, sur tout le plan.

Si nous avons une fonction f(z), définie sur sur certain
domaine D, et il existe, définie sur un domaine A plus vaste,
contenant D, une autre fonction F(z) coincidant avec f(z)
sur D, alors, en vertu du théoréme d’unicité, les valeurs de
F(z) sur A sont définies de maniére unique.

La fonction F(z) s’appelle le prolongement analytique de
f(2). Une fonction analytique est dite « compléte » si elle ne
peut pas étre prolongée en préservant ’analycité au-dela de
la région ol elle est déja spécifiée. Par exemple, une fonction
entiére, i.e. définie et analytique sur tout le plan complexe,
est naturellement compléte. Une fonction méromorphe (cf.
p. 363) est aussi une fonction compléte : elle est définie sur
tout le plan sauf en ses poles. Cependant il existe aussi des
fonctions analytiques dont le domaine de définition le plus
grand possible reste borné. Nous n’allons pas consacrer de
temps & ces exemples plus compliqués.

Le concept de fonction analytique compléte demande de
préter une attention particuliére aux fonctions complexes a
valeurs multiples. Illustrons-le avec 'exemple de la fonction
logarithme complexe

Lnz=Inr+i¢

our = |z| et ¢ = arg z. Sien un certain point zp = 7o (cos ¢o+
isin ¢g) du plan des z nous considérons une valeur initiale de
la fonction logarithme complexe

(Ln 2)g = Inrg + ¢
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alors notre fonction analytique peut étre prolongée contini-
ment en se déplacant le long d’une courbe C. Comme nous
I'avons déja mentionné, il est facile de voir que si le point z
parcourt une boucle fermée Cy débutant au point zg, faisant
le tour de Vorigine des coordonnées (figure 1X.22) et retour-
nant au point zg, alors en revenant au point zy nous aurons
la méme valeur Inrg mais un angle ¢ = ¢g + 27.

)

Zp
/ 70 }00 LZ'

Figure IX.22 : Comportement de la fonction logarithme complexe
le long d’une boucle autour de l’origine.

Cela montre qu’en prolongeant de maniére continue le long
d’une courbe C' la fonction Ln z, nous allons accroitre sa
valeur de 27i quand on fait une boucle autour de 'origine. Si
le point z fait n tours de Dorigine, dans le sens positif, avant
de revenir a son point de départ, alors & la place de la valeur
initiale

(Ln Z)o =lInrg+ i¢g

nous aurons la nouvelle valeur
(Ln 2), =Inrg + (2mn + ¢g)i

Si le point z fait m tours dans le sens négatif (= sens des
aiguilles d’une montre), nous aurons

(Ln 2)_p =1Inrg + (—27m + ¢g)i
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Le raisonnement qu’on vient de suivre montre que dans
le plan complexe, nous devons nécessairement considérer di-
verses valeurs de la fonction Ln z liées entre elles. Notons que
la fonction Ln z n’est pas bornée. D’autre part, en ce qui
concerne le fait qu’elle est a valeurs multiples, le point z = 0
joue un role spécial : quand nous tournons autour de lui pour
revenir au méme point la fonction passe d’une valeur & une
autre. Toutefois quand z décrit un contour fermé qui n’en-
toure pas lorigine, il est facile de voir que la valeur de Ln z
ne change pas. Comme nous ['avons dit p. 314, le point z =0
est appelé un point de branchement de la fonction Ln z.

D’une maniére générale, pour une fonction f(z), si en
tournant autour d’un point a et revenant & notre point de
départ la fonction passe d’une valeur & une autre, le point a
est un point de branchement ou point de ramification de la
fonction f(z).

Regardons un autre exemple. Soit

w= 3z

Comme déja noté, cette fonction est & valeurs multiples et
envoie vers les n valeurs

2 2
C/?(cosqs—kisingb), {‘/?(cos(;s—F 7r+isin¢+ F),...7
n n n

n

2 —1
(b—’—ﬂ'—(n)_FiSm
n

o W(cos

Toutes les différentes valeurs de notre fonction peuvent
étre obtenues & partir de 'une d’elles. On part de n’importe
laquelle, mettons

¢+ 2m(n — 1))

n

—n 1¢0 ) Q1 ¢O
wy = \/%(Cos " + 7sin -

Puis on décrit plusieurs fois une boucle fermée autour de I'ori-
gine dans le plan des z, puisqu’ad chaque tour 'angle ¢ va
augmenter de 2m.
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Ayant parcouru la boucle (n — 1) fois, nous obtenons, a
partir de la premiére racine wg = {/z, les (n — 1) restantes.
En parcourant le contour pour la n-iéme fois, on va arriver a

2 2
o/ = o/ (COSW +isin ¢>o+7m> (15)
n n
= o (cos i + isin gi)o) (16)
n n

c’est-a-dire que nous serons revenus & la premiére valeur de
la racine.

N

Surfaces de Riemann pour les fonctions a valeurs
multiples. 1l existe une représentation géométrique tres claire
permettant de comprendre la nature d’une fonction & valeurs
multiples (on dit aussi fonction « multivaluée »).

Considérons de nouveau la fonction Ln z et tragons une
ligne de coupure dans le plan des z le long de la partie posi-
tive de l'axe Ox (cf. p. 314). Si le point z n’est pas autorisé
a franchir cette coupure, alors nous ne pourrons pas passer
d’une valeur de Ln z & une autre — pour le méme point z —
d’une maniére continue. Quand nous chercherons & prolonger
continiment Ln z & partir d’'un point z donné, en parcou-
rant une boucle quelconque, nous retomberons toujours sur
la méme valeur de Ln z.

La fonction & valeur unique obtenue de cette maniére, du
plan des z sur lequel on a tracé une coupure vers le plan des
w, est appelée une branche a valeur unique de la fonction Ln 2
(on dit aussi branche ou ramification « monovaluée »). Toutes
les valeurs de Ln 2z tombent respectivement dans chacune des
branches & valeur unique dont la collection forme un ensemble
infini. Une branche correspond & I'expression

Inr+i¢, avec 2mn < ¢ <2m(n+1)

Il est facile de vérifier que la n-iéme branche prend, sur la
partie inférieure de la coupure, la méme valeur que la (n+1)-
iéme sur la partie supérieure.
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()

Figure IX.23 : Structure d’une fonction & valeurs multiples, et re-
présentation de sa surface de Riemann dans le plan complexe des
images w.

Afin de distinguer les différentes branches de Ln z, nous
préparons une infinité de copies du plan des z, chaque fois
coupé le long de la partie positive de l'axe des x, et nous
allons dessiner la valeur de la fonction pour I'argument z,
correspondant & la n-iéme branche, sur la n-iéme couche ou
feuille. Les points se trouvant sur des copies différentes du
plan des z, mais ayant les mémes coordonnées, correspondront
au méme nombre z = x + 1y ; seulement 'image de ce nombre
sur la n-iéme couche veut dire que nous considérons la n-iéme
branche du logarithme complexe.

Pour montrer géométriquement que la n-iéme branche du
logarithme, sur la partie inférieure de la coupure sur le n-iéme
plan, coincide avec la (n+1)-iéme branche du logarithme, sur
la partie supérieure de la coupure sur le (n + 1)-iéme plan,
nous « collons » le n-iéme plan avec le (n + 1)-iéme en abou-
tant la partie inférieure de la coupure du n-iéme plan avec la
partie supérieure de la coupure du (n + 1)-iéme plan. Cette
construction produit une surface multicouche ressemblant a
un escalier en colimagon (figure 1X.23). Le nombre complexe
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z =0 jour le role de colonne centrale de I'escalier[”}

Quand le point passe d’une couche & l'autre, le nombre
complexe z revient & sa valeur initiale, et la fonction Ln z
passe d’une branche & l'autre.

La surface ainsi construite s’appelle la surface de Riemann
de la fonction Ln z. Riemann a, le premier, proposé 'idée de
construire de telles surfaces représentant la nature des fonc-
tions & valeurs multiples. Et il montra leur utilité.

Présentons aussi la construction de la surface de Riemann
de la fonction w = y/z. Cette fonction est a deux valeurs
et donc seulement deux branches, et a encore pour point de
branchement l'origine des coordonnées.

Figure IX.24 : Coupures sur les deux branches et surface de Rie-
mann de la fonction w = 1/z dans le plan des w.

Nous préparons deux copies du plan des z, les superpo-
sons, et tragons sur chacun la coupure le long de la partie
positive de 'axe des réels. Si le point z, en partant de zg,
parcourt une boucle fermée C' autour de lorigine, alors \/z
va passer d’une couche vers ’autre dans le plan des w. Pour
construire la surface de Riemann comme avec du papier et

29. La dimension verticale ainsi créée n’a aucune matérialité, elle est
juste 14 pour nous aider & nous figurer la surface de Riemann.
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de la colle, nous aboutons le bord inférieur de la coupure de
la premiére couche avec le bord supérieur de la coupure de la
seconde. Mais si le point z parcourt la boucle C une deuxiéme
fois, alors la valeur de y/z doit revenir & sa valeur initiale sur
la premiére couche. Pour obtenir cette structure, nous devons
maintenant coller le bord inférieur de la coupure de la seconde
feuille avec le bord supérieur de la coupure de la premiére. Le
résultat est une surface a deux couches ou feuilles, telles que
la surface se recoupe elle-méme le long de la partie positive de
I’axe des x. Une idée de la forme de cette surface est donnée
par la figure IX.24, qui la montre aux alentours de son point
de branchement z = 0.

Des surfaces « en millefeuille » (ou en tout cas en plu-
sieurs feuilles) de cette sorte, reflétant la nature des fonc-
tions & valeurs multiples, peuvent étre construites pour n’im-
porte quelle fonction multivaluée. Les différentes feuilles de
ces surfaces sont connectées entre elles prés des points de
branchement de la fonction. Il se trouve que les propriétés
des fonctions analytiques sont étroitement liées a la géométrie
de leurs surfaces de Riemann. L’introduction de ces surfaces
n’était pas seulement une technique auxiliaire pour expliquer
la nature multivaluée d’une fonction; elle joua un réle cen-
tral dans 1’étude des propriétés des fonctions analytiques et
le développement de méthodes pour travailler avec elles. Les
surfaces de Riemann créérent, si ’on peut dire, un pont entre
le domaine des variables complexes et la géométrie. Elles ne
permirent pas seulement de relier les propriétés analytiques
les plus profondes d’une fonction avec sa géométrie, mais fa-
vorisérent ’essor de tout un nouveau champ de la géométrie
— la topologie, qui s’occupe des propriétés géométriques des
figures qui sont préservées lors de déformations continues.

Un des exemples frappants de la signification des proprié-
tés géométriques des surfaces de Riemann est offert par la
théorie des fonctions algébriques, c’est-a-dire des fonctions
obtenues en résolvant ’équation

flx, w)=0
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ol le membre de gauche est un polynome en z et w. La surface
de Riemann d’une telle fonction peut toujours étre transfor-
meée par une déformation continue soit en une sphére, soit en
une sphére avec des anses (figure 1X.25).

Figure IX.25 : Propriétés topologiques des surfaces de Riemann des
fonctions algébriques. Elles peuvent toujours étre déformées conti-
niment en une sphére, éventuellement avec des anses. Noter que
celle du milieu est équivalente & un tore, c’est-a-dire une chambre
A air de vélo, mais aussi & une tasse a café.

Une propriété caractéristique de ces surfaces est leur nombre
d’anses, encore appelées poignées. Ce nombre est le genus ou
genre de la fonction algébrique qui a pour surface de Rie-
mann celle en question. Il s’avére que le genus d’une fonction
algébrique détermine ses propriétés les plus importantes.

I1X.6 Conclusion

La théorie des fonctions analytiques est apparue en lien
avec le probléme de la résolution des équations algébriques.
Cependant, lors de son développement, elle a montré qu’elle
était utile pour toutes sortes d’autres problémes. Elle apporta
un éclairage sur les classes de fonctions les plus importantes
issues du développement de ’analyse, de la mécanique et de
la physique mathématique. Un grand nombre de faits cen-
traux en analyse ne pouvaient étre totalement compris qu’en
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les examinant dans le domaine des complexes. Les fonctions
d’une variable complexe ont regu une interprétation physique
directe en tant que fonctions caractéristiques des champs vec-
toriels les plus importants en hydrodynamique et électrodyna-
mique. Elles fournirent alors un merveilleux outillage pour ré-
soudre les problémes se posant dans ces branches de la science.
On découvrit aussi des liens avec les problémes de transfert
de la chaleur, les problémes d’élasticité, etc.

Les questions générales en théorie des équations différen-
tielles et des méthodes particuliéres pour leur résolution re-
posent largement sur la théorie des fonctions d’une variable
complexe. Les fonctions analytiques entrent naturellement dans
la théorie des équations intégrales et dans la théorie géné-
rale des opérateurs linéaires. Comme on 1’a vu, il existe des
connexions profondes entre la théorie des fonctions analy-
tiques et la géométrie. Ces liens toujours plus nombreux entre
la théorie des fonctions et les nouveaux domaines des mathé-
matiques et des sciences de la nature confirment la vitalité de
cette théorie, et contribuent & enrichir avec des problémes
nouveaux.

Il n’était pas possible, dans les limites du présent chapitre,
de présenter toutes les ramifications de la théorie des fonc-
tions et tous les liens qu’elle a avec d’autres domaines. Nous
avons choisi de présenter un échantillon des objectifs et des
outils de la théorie, ainsi que de ses axes de développement,
& partir de I'exposé des faits les plus élémentaires qui sont &
la base de certaines des directions de recherches les plus im-
portantes. Un grand nombre d’autres directions importantes
— les liens avec la théorie des équations différentielles et les
fonctions spéciales, avec la théorie des fonctions elliptiques et
des fonctions automorphesf’Y] avec la théorie des séries trigo-
nométriques, et encore avec d’autres — ont été complétement
laissées de coté. Dans les cas que nous avons abordés, nous

30. Une fonction automorphe est une fonction invariante sous ’action
d’un certain groupe. Ainsi on construit des fonctions méromorphes f
telles que pour tout z appartenant & une variété complexe et tout -y
appartenant a un groupe de transformations, on a f(v(z)) = f(2).
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nous sommes cantonnés a une introduction. Mais nous espé-
rons que ce bref essai aura donné au lecteur et a la lectrice une
idée générale de la nature et de la signification de la théorie
des fonctions d’une variable complexe.

Suggestions de lecture

Conway John & SMmITH Derek, On Quaternions and
Octonions, A K Peters, 2003

HADAMARD Jacques, Essai sur [’étude des fonctions,
données par leur développement de Taylor, BiblioLife,
2019.

ROBERT Jean-Noél (sous la direction de), Langage et science,
langage et pensée, Odile Jacob, 2020.

RupiN Walter, Analyse réelle et complexe, Dunod, 2009.

TrreaMArRsH Edward, Theory of Functions, Oxford
University Press, 1976.

Toxkaty Grigori, A History and Philosophy of Fluid
Mechanics, Dover Publications, 1971.
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